
Ôàêòîðíûé àíàëèç
Ôàêòîðíûé àíàëèç: ïîíÿòèå è íàçíà÷åíèå
Â ôàêòîðíîì àíàëèçå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íåêîòîðûõ ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ.Íåêîòîðûå
èç ýòèõ ôàêòîðîâ äîïóñêàþòñÿ îáùèìè äëÿ íåñêîëüêèõ èñõîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ, à äðóãèå õàðàêòåðíû äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíî-
ñòè. Õàðàêòåðíûå ôàêòîðû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è, ñëåäîâàòåëüíî,
íå âíîñÿò âêëàä â êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðà-
çîì, òîëüêî îáùèå ôàêòîðû, ÷èñëî êîòîðûõ ïðåäïîëîãàåòñÿ ñóùåñòâåííî
ìåíüøèì, ÷åì ÷èñëî èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ, âíîñÿò âêëàä â êîâàðèàöèþ
ìåæäó íèìè

Ïðèíèìàåìàÿ â ôàêòîðíîì àíàëèçå ëèíåéíàÿ ñèñòåìà òàêîâà, ÷òî
ñòðóêòóðà êîâàðèàöèé ìîæåò áûòü èäåíòèòôèöèðîâàíà áåç îøèáîê, åñ-
ëè èçâåòíà ìàòðèöà íàãðóçîê ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ.Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ïîñòóëàòîâ è ñâîéñòâ äàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ìîæíî òî÷íî èäåíòèôè-
öèðîâàòü ëàòåíòíóþ ôàêòîðíóþ ñòðóêòóðó íà îñíîâå àíàëèçà èñõîäíîé
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.

Íà ïðàêòèêå íà èññëåäóåìóþ ìàòðèöó êîððåëÿöèé îêàçûâàþò âëèÿ-
íèå ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå è íåñëó÷àéíûå îøèáêè. Â ðåçóëüòàòå îíà áóäåò
îòëè÷íà îò êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, îáóñëîâëåííîé ôàêòîðíîé ñòðóê-
òóðîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íóþ ñòðóêòóðó
ôàêòîðíîé ìîäåëè, ìîæíî íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôàêòîðíîé ñòðóê-
òóðû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåííûõ êðèòåðèåâ.

Ôàêòîðíûé àíàëèç � ýòî ïðîöåäóðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áîëüøîå ÷èñ-
ëî ïåðåìåííûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê èìåþùèìñÿ íàáëþäåíèÿì, ñâîäÿò ê ìåíü-
øåìó êîëè÷åñòâó íåçàâèñèìûõ âëèÿþùèõ âåëè÷èí, íàçûâàåìûõ ôàêòî-
ðàìè: - â îäèí ôàêòîð îáúåäèíÿþòñÿ ïåðåìåííûå, ñèëüíî êîððåëèðóþ-
ùèå ìåæäó ñîáîé. - ïåðåìåííûå èç ðàçíûõ ôàêòîðîâ ñëàáî êîððåëèðóþò
ìåæäó ñîáîé

Ôàêòîðû (Factors) � ëàòåíòíûå (ñêðûòûå) ïåðåìåííûå, êîíñòðóèðó-
åìûå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî îáúÿñíèòü êîððåëÿöèþ ìåæäó
íàáîðîì èìåþùèõñÿ ïåðåìåííûõ.

Öåëü ôàêòîðíîãî àíàëèçà � ñîêðàùåíèå ÷èñëà ïåðåìåííûõ íà îñíîâå
èõ êëàññèôèêàöèè è îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè.

Áëàãîäàðÿ ñîêðàùåíèþ ÷èñëà ïåðåìåííûõ âìåñòî èñõîäíîãî íàáîðà
ïåðåìåííûõ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü äàííûå ïî âûäåëåí-
íûì ôàêòîðàì, ÷èñëî êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èñõîäíîãî ÷èñëà âçà-
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Ðèñ. 1: Îáùàÿ ñõåìà ôàêòîðíîãî àíàëèçà

èìîñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì èçìåðÿåìûå ýìïèðè÷åñêèå ïåðå-
ìåííûå (ïðåäèêòîðû) ñ÷èòàþòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ, ãëóáèííûõ, ñêðû-
òûõ îò íåïîñðåäñòâåííîãî èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (ëàòåíòíûõ ïåðå-
ìåííûõ)

F�îáùèå ôàêòîðû, êàæäûé èç êîòîðûõ âëèÿåò íà îïðåäåëåííóþ ñî-
âîêóïíîñòü ïåðåìåííûõ;

X� èñõîäíûå ïåðåìåííûå, ôèêñèðóåìûå íà îñíîâàíèè èçìåðåíèé;
U�óíèêàëüíûå (õàðàêòåðíûå) ôàêòîðû, êàæäûé èç êîòîðûõ âëèÿåò

òîëüêî íà îäíó ïåðåìåííóþ.
Òðåáîâàíèÿ (îãðàíè÷åíèÿ) ìåòîäà ôàêòîðíîãî àíàëèçà.
- Òèï øêàëû èñõîäíûõ ïîêàçàòåëåé íå íèæå èíòåðâàëüíîãî. - Âñå ïî-

êàçàòåëè äîëæíû áûòü êîëè÷åñòâåííûìè ïåðåìåííûìè (èíòåðâàëüíûìè
ëèáî ìåòðè÷åñêèìè). - Âûáîðêà äîëæíà áûòü îäíîðîäíà. - Ôîðìà ñâÿçè
ìåæäó íàáëþäàåìûìè ïðèçíàêàìè � ëèíåéíàÿ. - Ôîðìà ñâÿçè ìåæäó ïî-
êàçàòåëÿìè è ôàêòîðàìè � ëèíåéíàÿ. - Òðåáóåò âðàùåíèÿ äëÿ îïòèìèçà-
öèè èíòåðïðåòàöèè. - Ôîðìà äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëþáîé ïàðû íà-
áëþäàåìûõ ïðèçíàêîâ � íîðìàëüíàÿ. - ×èñëî íàáëþäåíèé äîëæíî áûòü
ìèíèìóì â äâà ðàçà áîëüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ. - Íàáëþäåíèÿ íåçàâèñè-
ìû äðóã òî äðóãà. - Èñõîäíûå ïåðåìåííûå äîëæíû áûòü ðàñïðåäåëåíû
ñèììåòðè÷íî.
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Îñíîâíûå ýòàïû ôàêòîðíîãî àíàëèçà
Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ôàêòîðíîãî àíàëèçà
1. Ïîäãîòîâêà êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ, ó÷àñò-

âóþùèõ â àíàëèçå. 2. Èçâëå÷åíèå ôàêòîðîâ. 3. Âûáîð ôàêòîðîâ è âðà-
ùåíèå ôàêòîðîâ äëÿ ñîçäàíèÿ óïðîùåííîé ñòðóêòóðû. 4. Èíòåðïðåòàöèÿ
ôàêòîðîâ.

Ïåðâûé ýòàï äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí. Ðàññìîòðèì âòîðîé ýòàï.
Èçâëå÷åíèå ôàêòîðîâ.
Èçâëå÷åíèå ôàêòîðà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîäñ÷åòà ñóììàðíîãî ðàçáðîñà çíà-

÷åíèé âñåõ ó÷àñòâóþùèõ â àíàëèçå ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ¾ñóììàðíîãî
ðàçáðîñà¿ íåïðîñòî ïîäîáðàòü ëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, îäíàêî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãî îïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé âåëè÷èíîé.

1. Èçâëå÷åíèå ôàêòîðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïåðåìåííûõ, ÷üÿ âçàèìíàÿ êîððåëÿöèÿ îáóñëîâëèâàåò íàèáîëüøóþ äîëþ
îáùåé äèñïåðñèè. Ýòè ïåðåìåííûå îáðàçóþò ïåðâûé ôàêòîð. 2. Çàòåì
ïåðâûé ôàêòîð èñêëþ÷àåòñÿ è èç îñòàâøåãîñÿ ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ
ñíîâà âûáèðàþòñÿ òå, ÷üå âçàèìîäåéñòâèå îïðåäåëÿåò íàèáîëüøóþ äîëþ
îñòàâøåéñÿ îáùåé äèñïåðñèè. Ýòè ïåðåìåííûå îáðàçóþò âòîðîé ôàêòîð.
3. Ïðîöåäóðà èçâëå÷åíèÿ ôàêòîðîâ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
áóäåò èñ÷åðïàíà âñÿ îáùàÿ äèñïåðñèÿ ïåðåìåííûõ. 4. Ïîñëå òîãî êàê
ïðîöåäóðà èçâëåêàåò êàæäûé ôàêòîð, ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî äîëå îáùåé
äèñïåðñèè, îïðåäåëÿåìîé äàííûì ôàêòîðîì.

Èçâëå÷åíèå ôàêòîðîâ ìîæåò ïðîèçâîäèòñÿ íåñêîëüêèìè ìåòîäàìè.
Ìåòîäû ôàêòîðíîãî àíàëèçà ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîäõîäîâ
äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ.

Ìåòîäû ôàêòîðíîãî àíàëèçà
Ìåòîä ãëàâíûõ ôàêòîðîâ
Íàèáîëåå ðàííèì ìåòîäîì ôàêòîðíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãëàâ-

íûõ ôàêòîðîâ, çäåñü ìåòîäèêà PCA èñïîëüçóåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðå-
äóöèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöå, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé
ðàñïîëîãàþòñÿ îáùíîñòè. Îáû÷íî äëÿ èõ îöåíêè ïîëüçóþòñÿ êâàäðàòîì
ìíîæåñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó ñîîòâåñòâóþùåé ïå-
ðåìåííîé è âñåìè îñòàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê îáùíîñòåé äëÿ âûäåëå-
íèÿ ôàêòîðîâ èñïîëüçóþò òåæå ñïîñîáû ÷òî è ïðè PCA. Òî åñòü ñîñòàâ-
ëÿåòñÿ è ðåøàåòñÿ ñîîòâåñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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ÌÍÊ â ôàêòîðíîì àíàëèçå ñâîäèòüñÿ ê ìèíèìèçàöèè îñòàòî÷íîé êîð-
ðåëÿöèè ïîñëå âûäåëåíèÿ îïðåäåëåííîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ è îöåíèâàíèÿ
ñòåïåíè ñîîòâåñòâèÿ âû÷èñëåííûõ è íàáëþäàåìûõ êîýôôèöèåíòîâ êðð-
ðåëÿöèè (ðàñ÷åò ñóììû êâàëðàòîâ îòêëîíåíèé). Ðàñõîæäåíèå óìåíüøà-
åòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïðåäïîëîãàåìûõ ôàêòîðîâ.

Àëãîðèòì
1. Ïðåäïîëîãàåòñÿ ÷èñëî ôàêòîðîâ k (ìîæíî çàäàòü k = 1) 2. Ïðîèç-

âîäèòñÿ îöåíêà îáùíîñòåé (îöåíêà êâàäðàò êîýôôèöèåòà ìíîæåñòâåííîé
êîððåëÿöèè ìåæäó äàííîé ïåðåìåííîé è îñòàëüíûìè) 3. Âûäåëÿåòñÿ k
ôàêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëåííûå êîýôôèöèåòû êîððåëÿöèè íàèëó÷-
øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþò íàáëþäàåìûå êîððåëÿöèè. Çäåñü ðåøàååòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðåñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàõîäÿòñÿ ñîîòâåñòâó-
þùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. 4. Ñíîâî ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà îáùíîñòåé, íî
äëÿ ìàòðèöû ôàêòîðíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîé íà ïðåäåäóùåì øà-
ãå.

Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå ñòà-
íåò íåâîçìîæíûì. Äàííûé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ "Ìåòîä ãëàâíûõ ôàêòî-
ðîâ ñ èòåðàöèÿìè ïî îáùíîñòÿì". Êðîìå òîãî èñïîëüçóåòñÿ "ìåòîä ìè-
íèìàëüíûõ îñòàòêîâ". Îí àíàëîãè÷åí âûøå ðàññìîòðåíîìó àëãîðèòìó,
íî ïðè åãî ðåàëèçàöèè äëÿ ïðîâåðêè îêîí÷àíèÿ àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ
êðèòåðèé õè-êâàäðàò.

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàääîïîäîáèÿ èìååò ñâîåé çàäà÷åé íàéòè ôàê-

òîðíîå ðåøåíèå, êîòîðîå íàèëó÷øèì îáðàçîì îáúÿñíÿåò íàáëþäàåìûå
êîððåëÿöèè.Ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûå äàííûå-ýòî âûáîðêà èç
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðàÿ òî÷íî ñîîòâåñòâóåò k ôàêòîðíîé ìî-
äåëè. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííûõ (âêëþ÷àÿ ôàêòîðû) ïðåä-
ïîëîãàåòñÿ ìíîãîìåðíûì íîðìàëüíûì. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíèââàíèþ
çíà÷åíèé ëàòåíòíûõ ïåðåìåííûõ (íàãðóçîê) ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè,
ïðè êêîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ
êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ìàêñèìàëüíà.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíîé êðèòåðèé ïðè êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-
èñê ôàêòîðíûõ íàãðóçîê, îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìèçàöèèþêîýôôèöèåí-
òà êîððåëÿöèè ìåæäó îáùèìè ôàêòîðàìè è íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííû-
ìè.

Òðåòèé êðèòåðèé ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ íàãðóçîê, ïðè êîòîðûõ äå-
òåðìèíàíò ìàòðèöû îñòàòî÷íûõ êîððåëÿöèé ìàêñèìàëåí. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âñåõ êðèòåðèåâ ñîîòâåñòâóþùèå èòåðàöè-
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îííûå ñõåìû. Â ïðèíöèïå âñå âàðèàíòû ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà:

det(R2 − λI) = 0 (1)

Ãäå R2 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

R2 = U−1(R−U2)U−1 = (2)

=U−1R1U
−1 (3)

Çäåñü U2 - îöåíêà äèñïåðñèè õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ, R2 - ðåäóöè-
ðîâàííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà

Â îòëè÷èè îò ÌÍÊ â âû÷èñëÿåìóþ íà êàæäîì øàãå îöåíêó îáù-
íîñòè ñ áîëüøèì âåñîì âõîäÿò êîððåëÿöèè ñ ïåðåìåííûìè, èìåþùèìè
ìåíüøóþ õàðàêòåðíîñòü. Â ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ õàðàê-
òåðíîñòü èãðàåò ðîëü"êâàçè-îøèáêè": áîëüøèé âåñ èìåþò ïåðåìåííûå ñ
ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòüþ.Ò.å ìåíåå òî÷íûå íàáëþäåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ñ
ìåíüøèì âåñîì.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèêè χ2 ïîêàçûâàåò, ÷òî åå çíà÷å-
íèå îïðåäåëÿåòñÿ îáúåìîì âûáîðêè, à ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû îò íåå íå
çàâèñèò:

Uk = N{ln |C| − ln |R|+ tr(RC−1)} − n (4)

ãäå ln - íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì; tr -ñëåä ìàòðèöû; N -îáúåì âûáîðêè;
n -÷èñëî ïåðåìåííûõ; R-ìàòðèöà êîâàðèàöèé; C = FFT +U2; F-ìàòðèöà
ôàêòîðíûõ íàãðóçîê; U2 -õàðàêòåðíîñòè.

Ïðè ôèêñèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöå, âåëè÷èíà Uk ïðîïîð-
öèîíàëüíà îáúåìó âûáîðêè N .Ñîîòâåñòâóþùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàâíî:

dfk = 1/2[(n− k)2 − (n+ k)], (5)

ãäå k -÷èñëî ãèïîòåòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ; n -÷èñëî ïåðåìåííûõ.
Ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ñîññòîèò â òîì, ÷òî äëÿ áîëüøîé âûáîðêè îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êðè-
òåðèé çíà÷èìîñòè. Åñëè êðèòåðèé χ2 ïîêàçûâàåò çíà÷èìîå îòêëîíåíèå
íàáëþäåíèé îò k ôàêòîðíîé ìîäåëè, òî â ðàññìîòðåíèå ââîäèòñÿ ìî-
äåëü k+1 ôàêòîðàìè. Âðàçâåäî÷íîì àíàëèçå îáû÷íî íà÷èíàþò ñ îäíîãî
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ôàêòîðà, à çàêàí÷èâàþò , êîãäà îòêëîíåíèå íàáëþäåíèé îò ìîäåëè ñòà-
íîâèòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìûì.

Àëüôà-ôàêòîðíûé àíàëèç.
Â àëüôà-ôàêòîðíîì àíàëèçå èñïîëüçóåìûå ïåðåìåííûå ñ÷èòàþòñÿ âû-

áîðêîé èç íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, î êîòîðîé ìîæíîñóäèòü
íàáëþäàåìîé ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ Òàêèì îáðàçîì, â àëüôà-ôàêòîðíîì
àíàëèçå âûâîäû íîñÿò ïñèõîìåòðè÷åñêèé, à íå ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð
(àëüôà-ôàêòîðíûé ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ â ïñè-
õîëîãèè).

ÓÒâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìåòîä îñíîâàí íà âûäåëåíèè òàêèõ ôàêòîðîâ, êî-
òîðûå èìåþò ìàêñèìàëüíûå êîððåëÿöèè ñ ñîîòâåñòâóþùèìè ôàêòîðàìè
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.Õàðàêòåðíûå ôàêòîðû ïðè ýòîì ,
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îøèáêè, îáóñëîâëåííûå ïñèõîìåòðè÷åñêîé âûáîð-
êîé ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêè îáùíîñòåé èìåþò ñìûñë "íà-
äåæíîñòåé".

Íà ïåðâîì øàãå îáðàçóåòñÿ ïîäïðàâëåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà
âèäà:

R3 = H−1(R−V2)H−1 (6)

ãäå V2 è H2 - äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû õàðàêòåðíîñòåé è îáùíîñòåé
ñîîòâåñòâåííî, à H−1- äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿ-
þòñÿ îáðàòíûå âåëè÷èíû ê êâàäðàòíûì êîðíÿì èç îáùíîñòåé.

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïîäïðàâëåííîé ìàò-
ðèöåé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

det(R3 − λI) = 0 (7)

Â ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìàòðèöà èíîðìèðóåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ õàðàêòåðíîñòåé, à â àëüôà-ôàêòîðíîì àíàëèçå-äèñïåðñèåé îáù-
íîñòåé. Òîåñòü â ïåðâîì ñëó÷àå áîëüøèé âåñ èìåþò ïåðåìåííûå ñ áîëü-
øåé îáùíîñòüþ, à âî âòîðîì íàîáîðîò, ñ ìåíüøåé.

Â àëüôà-ôàêòîðíîì àíàëèçå ÷èñëî âûäåëÿåìûõ ôàêòîðîâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðàÿ äîëæíà
áûòü áîëüøå åäèíèöû. Ýòî ýêâèâàëåíòíî èñïîëüçîâàíèþ êîýôôèöèåí-
òà îáîáùåííîñòè α (êâàäðàò êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè äàííîãî ôàêòî-
ðà ñ ñîîòâåñòâóþùèìè ôàêòîðàìè, âçÿòûìè èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè).Âûäåëÿþòñÿ ôàêòîðû, äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò α ïîëîæèòåëåí.

Àíàëèç îáðàçîâ.
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Â àíàëèçå îáðàçîâ îïðåäåëåíèå îáùåé è õàðàêòåðíîé ÷àñòè ïåðåìåí-
íîé îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíÿòîãî â êëàññè÷åñêîì ôàêòîðíîì àíàëèçå. Ïîä
îáùåé ÷àñòüþ ïåðåìåííîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ òà åå ñîñòàâëÿþùàÿ, êîòîðàÿ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Ýòà äîëÿ
ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ "îáðàç-ïåðåìåííîé". Âòîðàÿ ÷àñòü, íåçàâèñèìàÿ
îò îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ "àíòèîáðàçîì".

Â àíàëèçå îáðàçîâ ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàëüíîå ìíîæåñòâî ïå-
ðåìåííûõ áåñêîíå÷íî. Ïðè ýòîì ñðåäíèé êâàäðàò îáðàçà ðàâåí îáùíîñòè
ïåðåìåííîé, îïðåäåëÿåìîé â ôàêòîðíîì àíàëèçå, à ñðåäíèé êâàäðàò "àí-
òèîáðàçàõàðàêòåðíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, êâàäðàò ìíîæåñòâåííîãî êî-
ýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó ïåðåìåííîé è îñòàëüíûìè ïåðåìåííûìè
ñîâîêóïíîñòè ðàâåí îáùíîñòè äàííîé ïåðåìåííîé.

Îáðàçû è àíòèîáðàçû, îïðåäåëÿåìûå äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà íàáëþ-
äàåìûõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåñòâåííî ÷àñòíûìè îáðàçàìè è
÷àñòíûìè àíòèîáðàçàìè. Îíè ïîëíîñòüþ çàäàþòñÿ íàáëþäàåìûìè ïåðå-
ìåííûìè. Âýòîì ñìûñëå àíàëèç îáðàçîâ â êîðíå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷å-
ñêîãî ôàêòîðíîãî àíàëèçà, â êîòîðîì îáùàÿ ÷àñòü ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãèïîòåòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ è íå ìîæåò áûòü ÿâíîé
ôóíêöèåé íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ.

Ìåòîäèêà àíàëèçà îáðàçîâ ïðåäïîëîãàåò ââåäåíèå ìàòðèöû êîâàðèà-
öèè ÷àòíûõ îáðàçîâ:

R4 = (R− S2)R−1(R− S2) (8)

ãäå R, à S2 -äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äî-
ëè äèñïåðñèé àíòèîáðàçîâ. Ïîëó÷åíèå ìàòðèöû (8) ñâîäèòñÿ , âî-ïåðâûõ,
ê çàìåíå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû R íà êâàäðàòûìíîæåñòâåí-
íîãî êîððåëÿöèè êàæäîé ïåðåìåííîé ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ îñòàëüíûõ
ïåðåìåííûõ,è, âî-âòîðûõ ê ïðåîáðàçîâàíèÿ íåäèàãîíàëüíûõ äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ìàòðèöû Ãðàìà (åñëè îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ðâåí íóëþ, òî ñîîò-
âåñòâóþùèå âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû). Õàðàêòåðåñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
äëÿ ýòîé ìàòðèöû èìååò âèä:

det(R4 − λI) = 0 (9)

×èñëî âûäåëÿåìûõ ôàêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ñîáñòâåííûõ
÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû äëÿ ìàòðèöû S−1RS−1. Îáû÷íî ÷èñëî âûäåëÿ-
åìûõ òàêèì îáðàçîì ôàêòîðîâ âåëèêî, ïðèáëèçèòåëüíî ïîëîâèíà ÷èñëà
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èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè âðàùåíèè ìîæíî îáðàñûâàòü íåçíà÷èòåëüíûå
è íåèíòåðïðåòèðóåìûå ôàêòîðû.

Ìåòîäû âðàùåíèÿ.
Íà ïåðâîì ýòàïå àíàëèçà îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ôàêòîðîâ,

àäåêâàòíî âîñïðîèçâîäÿùèõ íàáëþäàåìûå êîððåëÿöèè, à òàêæå çíà÷å-
íèÿ îáùíîñòåé êàæäîé ïðåìåííîé. Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â íàõîæäå-
íèè ëåãêî èíòåðïðèòèðóåìûõ ôàêòîðîâ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû âðàùå-
íèÿ. Ïðè ýòîì ÷èñëî ôàêòîðîâ è çíà÷åíèÿ îáùíîñòåé ïåðåìåííûõ ôèê-
ñèðóþòñÿ.

Ñóùåñòâóþò òðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ïðîáëåìå âðàùåíèÿ:
1. Ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä ïðè êîòîðîì âðàùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ïðî-

âåäåíèè íîâûõ îñåé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðîìó êðèòåðèþ ïðî-
ñòîé, ëåãêî èíòåðïðèòèðóåìîé ñòðóêòóðû. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå ôàêòî-
ðîâ åñòü ÿâíûå êëàñòåðû òî÷åê ëåãêî îòäåëÿåìûå äðóã îò äðóãà, ïðîñòàÿ
ñòðóêòóðà ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îñè ïðîâåäåíû ÷åðåç ýòè ñêîï-
ëåíèÿ.

2. Ïîäõîä, ñâÿçàíííûé ñ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Çäåñü âûáèðàåò-
ñÿ íåêîòîðûé îáúåêòèâíûé êðèòåðèé, êîòîðûì íàäî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ
ïðè âðàùåíèè. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ðàçëè÷àþò äâà âèäà âðàùåíèÿ-
îðòîãîíàëüíîå è êîñîóãîëüíîå.

3. Ïîäõîä íà îñíîâå àïðèîðíîãî çàäàíèÿ öåëåâîé ìàòðèöû. Öåëü âðà-
ùåíèÿíàéòè òàêîå ôàêòîðíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìàêñèìàëüíî áëèç-
êî ê íåêîòîðîé çàäàííîé ìàòðèöå. Öåëåâàÿ ìàòðèöà çàäàåòñÿ èñõîäÿ èç
îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèé î ôàêòîðíîé ñòðóêòóðå.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä âðàùåíèÿ.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíèì. êîãäà ñêîïëåíèÿ

òî÷åê íåðàçäåëèìû èëè êîãäà ÷èñëîôàêòîðîâ áîëüøå äâóõ.Öåëüþ âðà-
ùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ïðîñòîé ôàêòîðíîé ñòðóêòóðû, íî íå ñóùå-
ñòâóåò åäèíûõ ôîðìàëüíûõ êðèòåðèåâ äëÿ îöåíêè ïðîñòîòû ôàêòîðíîé
ñòðóêòóðû.

Ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ ê ïðîñòîé ñòðóê-
òóðå. Åñëè âçÿòü ÷èñëîôàêòîðîâ r è ÷èñëî ïåðåìåííûõ n, òî ôàêòîð-
íàÿ ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ íàèïðîñòåéøåé, êîãäà êàæäàÿ ïðåìåííàÿ èìå-
åò íåíóëåâóþ òîëüêî íà îäèí îáùèé ôàêòîð. Åñëè ÷èñëî ôàêòîðîâ äâà
è áîëüøå, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íàèáîëåå ïðîñòîé ìàòðèöå ôàêòîðíîé
ñòðóêòóðû áóäóò âûïîíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

- êàæäàÿ ñòðîêà áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò;
- êàæäûé ñòîëáåö áóäåò èìåòü íåñêîëüêî íóëåé;
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- äëÿ êàæäîé ïàðû ñòîëáöîâ íóëåâûå ýëåìåíòû íå ñîâïàäàþò
Äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ òàêàÿ ïðîñòàÿ ñòðóêòóðà íåäîñòèæèìà. Ñëåäî-

âàòåëüíî, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì ÷òîáû îïðåäåëèòü ôàêòîðíóþ ñòðóêòóðó,
êîòîðàÿ íàèáîëåå áëèçêà ê ïðîñòîé ñòðóêòóðå. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïó-
òåì âðàùåíèÿ ïåðâè÷íûõ îñåé è ïåðåõîäà ê âòîðè÷íûì îñÿì äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ìàòðèöû ôàêòîðíîãî îòîáðàæåíèÿ, íàèáîëåå áëèçêîé ê ïðîñòåéøåé
èäåàëüíîé ñòðóêòóðå.

Ìåòîäû îðòîãîíàëüíîãî âðàùåíèÿ: Êâàðòèìàêñ, Âàðèìàêñ,
Ýêâèìàêñ.

Ðàññìîòðåííûé âûøå ñïîñîá îöåíêè ñòåïåíè ñëîæíîñòè ôàêòîðíîé
ñòðóêòóðû äëÿ ÷èñëåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåóäîáåí. Îäíîé èç âîçìîæ-
íûõ ìåð ñëîæíîñòè ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèÿ êâàäðàòà ôàêòîðíîé íà-
ãðóçêè äëÿ êàæäîé ñòðîêè(äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé). Ñëåäîâàòåëüíî, äèñ-
ïåðñèÿ êâàäðàòîâ ôàêòîðíûõ íàãðóçùîê ïåðåìåííîé åñòü ìåîà ôàêòîð-
íîé ñëîæíîñòè ýòîé ïåðåìåííîé. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé âû-
ðàæåíèå äëÿ ýòîé ìåðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qi =

r∑
j=1

(b4ij)− (
r∑

j=1

b2ij)
2

r2
(10)

ãäå r -÷èñëî ñòîëáöîâ ôàêòîðíîé ìàòðèöû; bij - ôàêòîðíàÿ íàãðóçêà
j-ãî ôàêòîðà íà i-þ ïåðåìåííóþ.

×èñëî ôàêòîðîâ r è îáùíîñòè êàæäîé ïåêðåìåííîé ñ÷èòàþòñÿ èçâåñò-
íûìè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è âûäåëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíûõ ôàêòî-
ðîâ. Ïîýòîìó ñëîãàåìîå, âõîäÿùåå â (10) ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì, ÿâëÿ-

åòñÿ êîíñòàíòîé èáî
r∑

j=1

b2ij = h2i â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ðåøåíèÿ. Îáùåé

ìåðîé ñëîæíîñòè ìîæåò ñëóæèòü ñóììà qi âñåõ ïåðåìåííûõ:

q =
n∑

i=1

qi =
n∑

i=1

r∑
j=1

(b4ij)− (
r∑

j=1

b2ij)
2

r2
(11)

Èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ êâàðòèìàêñ îñíîâàíî íà âðàùåíèè îñåé òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùèå íàðóçêè ìàêñèìèñèðîâàëè q. Ïðè
ýòîì ìàêñèìèçàöèÿ q ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè ñëåäóþùåãî âûðàæå-
íèÿ:
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Q =
n∑

i=1

r∑
j=

bij (12)

Òàê êàê ñëàãàåìîå ñî çíàêîì ìèíóñ â (11) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî
êðèòåðèé íàçûâàåòñÿ êâàðòèìàêñ. Ìåòîä êâàðòèìàê èìååò òåíäåíöèþ ê
âûäåëåíèþ ãåíåðàëüíîãî ôàêòîðà.

Ìåòîä âàðèìàêñ èñïîëüçóåò íåñêîëüêî äðóãîé êðèòåðèé, â êîòîðîì
äîáèâàþòñÿ óïðîùåíèÿ îïèñàíèÿ ñòîëáöîâ ôàêòîðíîé ìàòðèöûþ Âìåñòî
äèñïåðñèè êâàäðàòîâ íàãðóçîê ïåðåìåííîé ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñïåðñèÿ
êâàäðàòîâ íàãðóçîê ôàêòîðà. Èíäåêñ ñëîæíîñòè vj ôàêòîðà j ðàâåí:

vj =

n
n∑

i=1

(b4ij)− (
n∑

i=1

b2ij)
2

n2
(13)

Ïðè ýòîì
n∑

i=1

b2ij íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Îáùàÿ ìåðà ïðîñòîòû çàäà-

åòñÿ êðèòåðèåì âàðèìàêñ:

V =
n∑

i=1

vi =

r∑
j=1

n
n∑

i=1

(b4ij)−
r∑

j=1

(
n∑

i=1

b2ij)
2

n2
(14)

×àñòî ôàêòîðíûå íàãðóçêè íîðìèðóþò, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåæåëà-
òåëüíîãî âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàòû âðàùåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ áîëüøîé îáù-
íîñòüþ. Âàðèìàêñ äàåò ëó÷øåå ðàçäåëåíèå ôàêòîðîâ ÷åì êâàðòèìàêñ.
Ó÷èòûâàÿ ÷òî êðèòåðèé êâàðòèìàêñ îñíîâàí íà óïðîùåíèè ñòðîê, à êðè-
òåðèé âàðèìàê - íà óïðàùåíèè ñ÷òîëáöîâ ïðåäëîãàåòñÿ îáîáùåííûé êðè-
òåðèé, êîòîðûé èìååò âèä:

αQ+ βV =Maximum (15)

Ãäå α è β - âåñà.
Ýòîò êðèòåðèé ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

r∑
j=1

n∑
i=1

b4ij − γ
r∑

j=1

(
n∑

i=1

b2ij)
2/n =Maximum (16)

Ãäå γ=β/(α + β)
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Åñëè γ = 0, òî èìååì êðèòåðèé êâàðòèìàêñ, à åñëè γ = 1 òî -âàðèìàêñ.
Ïðè γ = r/2 è γ = 0.5 ïîëó÷àþòñÿ îñîáûå êðèòåðèè, ýêâèìàêñ è áèêâàð-
òèìàêñ ñîîòâåñòâåííî.

Ìåòîäû êîñîóãîëüíîãî âðàùåíèÿ.
Êîñîóãîëüíîå âðàùåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì îðòîãîíàëüíîå,

òàê êàê çäåñü íåò îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ íåêîððåëèðîâàííîñòüþ ôàê-
òîðîâ. Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäàìê êîñîóãîëüíîìó âðàùåíèþ: èñïîëüçî-
âàíèå âòîðè÷íûõ îñåé; èñïîëüçîâàíèå ïåðâè÷íîé ìàòðèöû ôàêòîðíîãî
îòîáðàæåíèÿ.

Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ââåäåíèè âòîðè÷íûõ îñåé.
Çäåñü ââîäèòñÿ êðèòåðèé, íàçûâàåìûé êâàðòèìèí:

N =
n∑

i=1

r∑
j<k=1

aiaik (17)

Ãäå ai aik - ïðîåêöèè i -ãî ïðàìåòðà íà j-þ è k-þ âòîðè÷íûå îñè.
Âåëè÷èíà N áóäåò íóëåâîé, åñëè âñå ïàðàìåòðû èìåþò íàãðóçêó òîëüêî
íà îäèí ôàêòîð. Öåëü âðàùåíè-íàõîæäåíèå òàêèõ ôàêòîðíûõ íàãðóçîê,
êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò N .Ââîäèòñÿ êðèòåðèé êîâàðèìèí-ìèíèìèçàöèÿ
êîâàðèàöèè ïðîåêöèé íà âòîðè÷íûå îñè:

C =
r∑

j<k=1

(n
n∑

i=1

a2i a
2
ik −

n∑
i=1

a2ij

n∑
i=1

a2ik) (18)

Ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ îñíîâàíà íà íîðìèðîâàíèè- çàìåíå a2ij
íà a2ij./h

2
i . Ïðèìåíèòåëüíî ê îäíèì è òåì æå äàííûì êðèòåðèé êîâàðèìèí

äàåò ìåíüøå êîñîóãîëüíûõ ôàêòîðîâ, ÷åì êâàðòèìèí. Îáúåäèíåíèå ýòèõ
äâóõ êðèòåðèåâ ïðèâîäèò ê îáîáùåííîìó ïðèòåðèþ îáëèìèí:

B =
r∑

j<k=1

(n
n∑

i=1

a2i a
2
ik − γ

n∑
i=1

a2ij

n∑
i=1

a2ik) (19)

Ãäå γ = β/(α + β); α, β - âåñà ñîîòâåñòâåííî N ,C.
Ýòîò îáùèé êðèòåðèé ïðè γ = 0 ïåðåõîäèò ê êâàðòèìèí, ïðè γ = 0.5

- áèêâàðòèìèí, à ïðè γ = 1 - â êîâàðèìèí. ×àùå âñåãî â ýòîì êðèòåðèè
îáëèìèí èñïîëüçóþòñÿ íîðìèðîâàííûå ïðîåêöèè.

Äðóãîé êðèòåðèé, òåñíî ñâÿçàííûé ñïðèíöèïàìè îáëèìèíà íàçûâà-
åòñÿ êðèòåðèåì áèíîðìàìèí. Â íåì çàëîæåíà èäåÿ îáúåêòèâíîãî âûáîðà
çíà÷åíèÿ γ â ñîîòíîøåíèè (19). Ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèòåðèåì áèêâàðòèìèí,
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ãäå γ = 0.5, áèíîðìàìèí äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû äëÿ îñîáî ïðîñòûõ è
îñîáî ñëîæíûõ äàííûõ.

Ïðÿìîé ìåòîä îáëèìèí.
Ìåòîä îñíîâàí íà óïðîùåíèè ìàòðèöû íàãðóçîó ïåðâè÷íûõ ôàêòî-

ðîâ(áåç èñïîëüçîâàíèÿ âòîðè÷íûõ îñåé). Ìèíèìèçèðóåìàÿ èìååò ñëåäó-
þùèé âèä:

D =
r∑

j<k=1

[
n∑

i=1

b2i b
2
ik − d(

n∑
i=1

b2ij

n∑
i=1

b2ik)/n] (20)

ãäå bij -ýëåìåíòû ìàòðèöû íàãðóçîê ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ. Âåëè÷èíà
d îïïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî γ ïðè ýòîì ïàðàìåòð α ðåãóëèðóåò ñòåïåíü
êîñîóãîëüíîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè
ñëåäóåò ïîëîæèòü α = 0. Ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ ìåòîäîâ êîñîóãîëü-
íîãî âðàùåíèÿ, íàïðèìåð ìåòîäû îðòîáëèê è ìåòîä ìàêñïëåéí.

Âðàùåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì öåëåâîé ìàòðèöû.
Ýòî ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ôàêòîðíîé ñòðóê-

òóðå:
1. Ìîæíî çàäàòü çíà÷åíèÿ íàãðóçîê äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé, à çàòåì

ïðîâîäèòü âðàùåíèÿ ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî îòëè÷èÿ ïîëó-
÷åííîé ôàêòîðíîé ìàòðèöû îò çàäàííîé ìàòðèöû.

2. Âêà÷åñòâå öåëåâîé ìàòðèöû ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ôóíê-
öèè îò îðòîãîíàëüíîãî ðåøåíèÿ. Òàêîé ìåòîä èçâåñòåí êàê ïðîìàêñ- ìå-
òîä êîñîóãîëüíîãî âðàùåíèÿ. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ñóâùåñòâóþò
íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ.

3. Ìîæíî çàäàâàòü öåëåâóþ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé è åäåíèö.
Ýòîò ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè êîãäà èçâåñòíî òîëü-
êî îò, ÷òî íåêîòîðûå íàãðóçêè äîëæíû áûòü âåëèêè, à äðóãèå ìàëû.
Ìîæíî çàäàâòü öåëåâóþ ìàòðèöó è â áîëååå îáùåì âèäå åñëè àïðèîðíàÿ
èíôîðìàöèÿ áîëåå ïîëíàÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ÷èñëà ôàêòîðîâ ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî êðèòåðèåâ:

1. êðèòåðèé çíà÷èìîñòè, ñâÿçàííûé ñ ìåòîäàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ;

2. êðèòåðèè, îñíîâàíííûå íà ïðàâèëàõ ôîðìóëèðóåìûõ â òåðìèíàõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë;

3. êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà âåëè÷èíå äîëåé äèñïåðñèè ôàêòîðîâ;
4. êðèòåðèé îòñåèâàíèÿ;
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5. êðèòåðèé èíòåðïðèòèðóåìîñòè è èíâàðèàíòíîñòè.
Â äàííîé ðàáîòå ýòè êðèòåðèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ , æåëàþùèå ìîãóò

ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íèìè â ñîîòâåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå.
Ñóùåñòâóåò öåëûé ðàçäåë ôàêòîðíîãî àíàëèçà , ñâÿçàííûé ñ îöåí-

êîé ñòåïåíè ýìïèðè÷åñêîãî ïîäòâåðæäåíèÿ è àäåêâàòíîñòè ôàêòîðíîé
ìîäåëè. Ýòî íàïðàâëåíèå îñíîâàíî íà ïðîâåðêå îïðåäåëåííûõ ñ÷òàòè-
ñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, îíî ïîëó÷èëî íàçâàíèå êîíôèðìàòîðíûé ôàêòîðíûé
àíàëèç. Äàííûé ðàçäåë ôàêòîðíîé òåîðèè íàìè òàêæå çäåñü íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ.

Ôàêòîðíîå øêàëèðîâàíèå.
Ðåçóëüòàòû ôàêòîðíîãî àíàëèçà ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê îöåíêè ôàê-

òîðíûõ øêàë, ÷òî ïîçâîëÿåò:
- ïðåäñòàâèòü èçó÷àåìûå îáúåêòû â òåðìèíàõ çíà÷åíèé ôàêòîðîâ, à

íå èçìåðÿåìûõ ïåðåìåííûõ;
- ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü îäèí èëè äâà ôàêòîðà äëÿ

äàîüíåéøåãî â òîì ÷èñëå âèçóàëüíîãî àíàëèçà îáúåòîâ(çàäà÷à ñîêðàùå-
íèÿ îïèñàíèÿ0).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàæíûå àñïåêòû ôàêòîðíîãî øêàëèðîâàíèÿ.
Äàæå åñëè ôàêòîðíàÿ ìîäåëü áåçîøèáî÷íà äëÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòè, îíà íå áóäåò àâñîëþòíî òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü êîððåëÿöèè â âûáî-
ðî÷íûç äàííûõ. Ïîýòîìó, íåîáõîäèìî ââåñòè êðèòåðèé áëèçîñòè îöåíîê
è èñòèííûõ çíà÷åíèé ôàêòîðîâ. Ñóùåñòâóåò òðè òàêèõ êðèòåðèÿ.

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç.
Äëÿ îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè ïåðâûé êðèòåðèé ñâîäèòñÿ ê íàõîæäå-

íèþ îöåíêè (F ∗) çíà÷åíèÿ ôàêòîðà(F ), äîñòàâëÿþùåé ìàêñèìóì êî-
ýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó F ∗ è F , ÷òî ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè
ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé

∑
(F − F ∗)2 (ïðèìåíåíèå ðåãðåññèîííîãî

àíàëèçà). Òàê êàê ôàêòîðíûé àíàëèç äàåò çíà÷åíèÿ ôàêòîðíûõ íàãðó-
çîê, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîððåëÿöèè ìåæäó ôàêòîðàìè è íà-
áëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè(ïðåäèêòîðàìè). Ïðèýòîì êîððåëÿöèè ìåæäó
ïðåäèêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè êîððåëÿöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì,
îöåíêà ôàêòîðà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé:

F ∗ = X(BTR−1) (21)

Ãäå B - ìàòðèöà ôàêòîðíûõ íàãðóçîê; X -âåêòîð íàáëþäàåìûõ ïå-
ðåìåííûõ; R êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ. Ïðî-
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èçâåäåíèå â ñêîáêàõ â âûðàæåíèè (21) çàäàåò âåñîâûå êîýôôèöèåíòû
ïåðåõîäà ê îöåíêå ôàêòîðà F ∗ îò çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ.
Íàäåæíîñü îöåíêè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñðàâíåíèÿ ñ àáñîëþíî òî÷íîé ôàê-
òîðíîé ìîäåëüþ äëÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Êðèòåðèé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Â îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñ÷èòàåòñÿ âçâåøàííîé

ñóììîé îáùèõ è õàðàêòåðíûõ ôàêòîðîâ:

Xj = bjF + djuj (22)

Ïðåäïîëîõèì, ÷òî âìåñòî F âçÿòà îöåíêà F ∗. Ïîñêîëüêó êðèòåðèé
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ îöåíêîé, ìèíèìèçèðóþùåé ñóììó
êâàäðàòîâ: ∑

i

∑
j

(Xij − bjF ∗)2 (23)

òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

F ∗ = X(BBT )−1B (24)

Îòëè÷èå (24) îò (21) ñîñòîèò â òîì ÷òî çäåñü èñïîëüçóþòñÿ âîñïðîèç-
âåäåííûå â ìîäåëè êîððåëÿöèè BBT âìåñòî R.

Òàêèì îáðàçîì ðåãðåññèîííûé àíàëèç è êðèòåðèé íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ ïðèâîäèò ê îäíè è òåì æå îöåíêàì, êîãäà âûáîðî÷íûå êîððåëÿöèè
ñîâïàäàþò ñ êîððåëÿöèÿìè äëÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Êðèòåðèé Áàðòòëåòòà.
Äëÿ äàííîãî ïîäõîäà âêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèå âûáîðî÷íàÿ èçìåí-

÷èâîñòü. Åñëè õàðàêòåðíóþ äîëþ äèñïåðñèè îòíåñòè íà ñ÷åò îøèáîê
íàáëþäåíèÿ, òî ëó÷øå óìåíüøèòü âåñ òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå èìåþò
áîëüøèå äèñïåðñèè îøèáîê. Âîäèòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé:∑

i

∑
j

(Xij − bjF ∗)2/d2j (25)

Â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòðû ñ ìåíüøèìè îáùíîñòÿìè ïîëó÷àþò è ìåíü-
øèé âåñ.Ïîýòîìó, îöåíêà ôàêòîðíîé øàêàëû, ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ
êðèòåðèÿ Áàðòëåòòà èìååò âèä:

F ∗ = XU−2B(BTU−2B)−1 (26)
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ÃäåU−2 -äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà õàðàêòåðíîñòåé. Íàëè÷èåU−2 ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåçóëüòàò âçâåøåâàíèÿ.

Íåñêîëüêî îáùèõ ôàêòîðîâ.
Òðè ðàññìàòðèâàåìûõ êðèòåðèÿ ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ìíîãî ôàêòîð-

íîãî ñëó÷àÿ êàê äëÿ îðòîãîíàëüíîãî, òàê èäëÿ êîñîóãîëüíîãî ðåøåíèÿ.
Âñå ðåçóëüòàòû, äëÿ îöåíîê ôàêòîðà, ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåñêîëüêèõ
ôàêòîðîâ. Íî ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:

- áóäóò ëè ôàêòîðíûå øêàëû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, åñëè ñêðûòûå
ôàêòîðû îðòîãîíàëüíû;

- áóäåò ëè êàæäàÿ øêàëà êîððåëèðîâàòü òîëüêî ñ ñîòòâåñòâóþùèì
åé ôàêòîðîì (ôàêêòîðíàÿ øêàëà íàçûâàåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷íîé, åñëè åå
÷àñòíûå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè ñ äðóãèìè ôàêòîðàìè íóëåâûå)

Â îáùåì ñëó÷àå âñåì ýòèì òðåáîâàíèÿì íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíà èç
îöåíîê. Îäíàêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïåðå÷èñëåííûå òðåáîâàíèÿ âûïîëíÿ-
þòñÿ êîãäà:

- ôàêòîðíàÿ ìîäåëü òî÷íî ñîîòâåñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì
è îòñóòñòâóåò âûáîðî÷íàÿ èçìåí÷èâîñòü è îøèáêè èçìåðåíèé;

- êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò íàãðóçêó òîëüêî íà îäèí ôàêòîð.
Ïðè ýòîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîôàêòîðíîé ìîäåëè áåç îøèáîê è âñå

òðè îöåíêè, ðàññìîòðåííûå âûøå, ýêâèâàëåíòíû. Íî òàêàÿ èäåàëèçèðî-
âàííàÿ ñèòóàöèÿ ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìà. Íî äëÿ íåêîòîðûõ ôàê-
òîðíûõ øêàë åñòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è ìîíîõðî-
ìàòè÷íîñòè. Òàê íàïðèìåð, åñëè ïåðâîíà÷àëüíûå ôàêòîðû(äî âðàùåíèÿ)
áûëè âûäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèòåðèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ, òî ðåãðåññèîííàÿîöåíêà è îöåíêà Áàðòëåòòà äëÿ ôàêòîðíûõ øêàë
áóäóò îðòîãîíàëüíû è ìîíîõðîìàòè÷íû. Ïðàäà ïîñëå âðàùåíèÿ äëÿ ðå-
ãðåññèîííîé îöåíêè óæå íè îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíÿåòñÿ, à äëÿ
îöåíêè Áàðòëåòòà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì òîëüêî óñëîâèå ìîíîõðîìíî-
ñòè÷íîñòè (îðòîãîíàëüíîñòü îòñóòñòâóåò).

Ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâèëñÿ ÷åòâåðòûé êðèòåðèé (Àíäåðñåíà-Ðóáèíà), êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé êðèòåðèÿ Áàðòëåòòà. Ìèíèìèçèðóåòñÿ
âçâåøàííàÿ ñóììà êâàäðàòîâ, èñïîëüçóåìàÿ â êðèòåðèè Áàðòëåòòà, ïðè
óñëîâèè , ÷òîïîëó÷àåìûå øêàëû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íåçàâèñèìî îò âðàùåíèÿ êðèòåðèé äàåò íåêîððåëèðîâàííûå øêà-
ëû.Íî ìîíîõðîìîòè÷íîñòü ïðè ýòîì êðèòåðèè íå îáåñïå÷èâàåòñÿ.

Âûáîð ìåòîäà øêàëèðîâàíèÿ.
Ïðè âûáîðå ìåòîäà íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà ïîëó÷à-

åìûõ øêàë. Åñëè ðàññìàòðèâàòü êîððåëÿöèè ìåæäó ñêðûòûìè ôàêòî-
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ðàìè è èõ øêàëàìè, òî ðåãðåññèîííûé ìåòîä ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìåòî-
äà Áàðòëåòòà, à ìåòîä Áàðòëåòòà ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèÿ ìîíîõðîìàòè÷íîñòè îöåíêà øêàë ïî êðè-
òåðèþ Áàðòëåòòà ÿâëÿåòñÿ íèëó÷øåé, à åñëè áðàòü ñâîéñòâî îðòîãîíàëü-
íîñòè, òî ïðåäïî÷òèòèåëüíåå êðèòåðèé Àíäåðñåíà-Ðóáèíà. Òàê êàê çàðà-
íåå íå èçâåñòíî, îðòîãîíàëüíû ëè ñêðûòûå ôàêòîðû, âûáèðàòü ñëåäóåò
ëèáî ðåãðåññîíûé àíàëèç, ëèáî ìåòîä Áàðòëåòòà. Íî âñå ýòî èìååò ëèøü
àêàäåìè÷åñêèé èíòåðåñ è äëÿ îöåíèâàíèÿ øêàë õîðîø ëþáîé ñïîñîá. Âû-
áîð ìåòîäà ôàêòîðíîãî øêàëèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ñïåöèôèêè ðåøàåìîé
çàäà÷è. Åñëè ôàêòîðíîå øêàëèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ ñîâìåñòíî ñêàêè-
ìè òî íîâûìè âíåøíèìè ïåðåìåííûìè, òî íåêîòîðûå ìåòîäû õóæå ïðå-
ñïîñîáëåíû äëÿ òàêîé çàäà÷è (â ÷àñòíîñòè ðåãðåññèîííûé àíàëèç). Åñ-
ëè çàäà÷à ñîññòîèò òîëüêî â èñïîëüçîâàíèè ôàêòîðíûõ øêàëêàê íîâûõ
ïðåäèêòîðîâ äëÿ âíåøíèõ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, òî ðåãðåññèîííûé àíà-
ëèç ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì. Íî âñåãäà âàæíà ýâðèñòè÷åñêàÿ êà÷å÷ñòâåííàÿ
îöåíêà ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàññìîòðåâ îñíîâíûå àñïåêòû äîñòàòî÷íî ãëóáîêîé òåîðèè ôàêòîð-
íîãî àíàëèçà, ïðèâåäåì ïðèìåð åãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè ñðåäñòâàìè python è R.

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ôàêòîðíîãî àíàëèçà äëÿ ñî-
êðàùåíèÿ ÷èñëà ïðåäèêòîðîâ ñðåäñòâàìè python è R.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçóåì èíôîðìàöèþ îá îñíîâíûõ
ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿõ ðîññèéñêèõ ðåãèîíîâ çà 2018 ãîä.
Èñõîäíàÿ ìàòðèöà ïðåäèêòîðîâ èìååò ðàçìåðíîñòü 81õ16 â êà÷åñòâå âû-
õîäíîé ïåðåìåííîé èñïîëüçóåòñÿ íîìèíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ òèï ýêîíîìè-
êè ðåãèîíà. Â ðåàëèçàöèè íà Python ïåðåìåííîé "òèï ýêîíîìèêè": À-
àãðàðíûé; D-äîáûâàþùèé, P- ïðîìûøëåííûé; à ïðè ðåàëèçàöèè íà R
äîáîâëÿåòñÿ çíà÷åíèå: Ò-òîðãîâûé.

Êîä íà Python
Çäåñü èç èñõîäíîé òàáëèöû âûáèðàþòñÿ òðè ñòîëáöà P10,P11,P14 , à

âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ P18 ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ A,D,P

```python

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import numpy as np

import scipy.stats as st

16



import matplotlib.pyplot as plt

from pandas import Series, DataFrame

import pandas as pd

#from sklearn import decomposition

from sklearn.decomposition import FactorAnalysis

result =pd.read_table('dan04.txt',sep='\s+')

print(result)

y=result['P18']

X =DataFrame(result, columns=['P10','P11','P14'])

y=np.array(y)

X=np.array (X)

SUMX=X[:,0] +X[:,1] + X[:,2]

X[:,0] =X[:,0] /SUMX

X[:,1] =X[:,1] /SUMX

X[:,2] =X[:,2] /SUMX

#îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè

print('Îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè ïðåäèêòîðîâ')

for num in range(3) :

print('Íîìåð ïåðåìåííîé: %.0f' %num)

print('÷èñëî ýëåíòîâ ìàññèâà =',len(X[:,num]))

print('ñðåäíåå çíà÷åíèå =',np.mean(X[:,num]))

print('ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå =',np.std(X[:,num]))

print('ìèí ìàõ =',np.min(X[:,num]), np.max(X[:,num]))

#ïîñòðîåíèå èñõîäíîãî ãðàôèêà 3 D

fig = plt.figure(1)

ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')

xs = X[:,0]

ys = X[:,1]

zs =X[:,2]
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ax.scatter(xs, ys, zs,c=y, cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k')

ax.set_title("Èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäèêòîðîâ")

ax.set_xlabel('P10')

ax.set_ylabel('P11')

ax.set_zlabel('P14')

# Ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ , óìåíüøàþùåå ðàçìåðíîñòü äî 2

transformer = FactorAnalysis(n_components=2,

rotation='varimax', random_state=0)

X_transformed = transformer.fit_transform(X)

DimX=X_transformed.shape

print(DimX)

y = np.choose(y, [1, 2, 0]).astype(np.float)

fig = plt.figure(2)

plt.clf()

plt.cla()

plt.scatter(X_transformed[:, 0], X_transformed[:, 1],

c=y, cmap=plt.cm.nipy_spectral, edgecolor='k')

plt.title("Ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ìåòîäîì FactorAnalysis")

plt.xlabel("F1")

plt.ylabel("F2")

plt.show()

```

Â ìîäóëå python "FactorAnalysis"äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû íàãðóçîê
èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ïîñëåäóþùåì âðà-
ùåíèåì "âàðèìàêñ". Äëÿ ôàêòîðíîãî øêàëèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïîä-
õîä, îñíîâàííûé íà SVD.

Èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäèêòîðîâ ðàçìåðíîñòè 3D èèìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

Òðàíñôîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2D îáùèõ ôàêòîðîâ
F1, F2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Êîä íà R
Çäåñü èç èñõîäíîé òàáëèöû âûáèðàþòñÿ ÷åòûðå ñòîëáöà (ïðåäèêòîðà)
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Ðèñ. 2: ÄÀÍÍÛÅ Â ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
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Ðèñ. 3: ÄÀÍÍÛÅ Â ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
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P10,P11,P14,P16 , à âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ P18 ïðèíèìàåò ÷åòûðå çíà÷å-
íèÿ A,D,P,T

```r

library(gmodels)

library(lattice)

library(vegan)

library(grDevices)

library(reshape2)

library(ggplot2)

library(ggthemes)

library(psych)

load("xRegion.RData")

#ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ data.frame ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ

# ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÐÅÃÈÎÍÎÂ ÐÔ

xreg <-data.frame(P1=x$Pok_001,P2=x$Pok_002,

P3=x$Pok_003,P4=x$Pok_004,

P5=x$Pok_005,P6=x$Pok_006,P7=x$Pok_007,

P8=x$Pok_008,P9=x$Pok_009,P10=x$Pok_010,

P11=x$Pok_011,P12=x$Pok_012,P13=x$Pok_013,P

14=x$Pok_014,P15=x$Pok_015,P16=x$Pok_016,

P17=x$Pok_017,P18=x$Pok_018)

#xreg

#Ôîðìèðîâàíèå ôàêòîðà òèï ýêîíîìèêè ðåãèîíà

xreg_f <- as.factor(x$Pok_018)

#âûáîð èññëåäóåìîãî ïîäìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé ðåãèîíîâ

w=c(10,11,14,16)

reg.ekon <-xreg[,w]

Y <-reg.ekon

X=Y

X <- as.matrix(X)

XX=cor(X)

paf2=fa(X,nfactors=2,rotate="varimax",SMC=T,symmetric=T, fm="pa")
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paf2$e.values # ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû

paf2$communality # Îöåíêè îáùíîñòè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà.

paf2$rotation # êàêàÿ ðîòàöèÿ áûëà çàïðîøåíà?

paf2$complexity # Èíäåêñ ñëîæíîñòè Õîôôìàíà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà.

paf2$fit # ïîêàçûâàåò Íàñêîëüêî õîðîøî ôàêòîðíàÿ ìîäåëü

#âîñïðîèçâîäèò êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó

paf2$R2 #Ìíîæåñòâåííûé êâàäðàò R ìåæäó ôàêòîðàìè

# è îöåíêàìè ôàêòîðíûõ áàëëîâ

paf2$weights #âåñà, ÷òîáû íàéòè îöåíêè ôàêòîðîâ

paf2$valid #Îöåíêà äîñòîâåðíîñòè ôàêòîðîâ

print(paf2,sort=TRUE)

f3l <- paf2$loadings

f3l

x11()

fa.diagram(f3l,main="input from a matrix")

P1=vector(mode = "numeric", 81)

P2=vector(mode = "numeric", 81)

for(i in 1:81)

{P1[i]=X[i,]%*%paf2$weights[,1];

P2[i]=X[i,]%*%paf2$weights[,2]}

#íîðìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ------------

norm <-function(x){

return ((x-min(x))/(max(x)-min(x)))

}

P1=norm (P1)

P2=norm (P2)

PA <-data.frame(PA1=P1,PA2=P2,Class=xreg_f)

#Ãðàôèê ðåãèîíîâ ïî êëàññàì â ïðîñòðàíñòâå 2 êîìïîíåíò FA

x11()

g3 <-ggplot(data= PA, aes(x=PA1,y=PA2,colour = Class),colors = "Accent")

g3 <-g3 +geom_point(size=4)

g3 <-g3 +labs(title ="Ðåãèîíû â ïðîñòðàíñòå äâóõ êîìïîíåíò FA",
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x="Ôàêòîð 1", y="Ôàêòîð 2",colour = "Êëàññû")

#g3 <-g3 + theme_fivethirtyeight() + scale_color_fivethirtyeight()

g3 <-g3 + theme_stata() + scale_colour_stata()

g3

```

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû

2.20023426 1.00324134 0.74231453 0.05420988

Îöåíêè îáùíîñòè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà

P10 P11 P14 P16

1.0.1982701 0.9736012 0.1095078 0.9579688

Êàêàÿ ðîòàöèÿ áûëà çàïðîøåíà?

"varimax"

Èíäåêñ ñëîæíîñòè Õîôôìàíà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà

P10 P11 P14 P16

2.1.008731 1.564938 1.008690 1.978491

Íàñêîëüêî õîðîøî ôàêòîðíàÿ ìîäåëü âîñïðîèçâîäèò êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó

0.7753318

Ìíîæåñòâåííûé êâàäðàò R ìåæäó ôàêòîðàìè è îöåíêàìè ôàêòîðíûõ áàëëîâ

PA1 PA2
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0.8237262 0.6305974

Âåñà, ÷òîáû íàéòè îöåíêè ôàêòîðîâ

PA1 PA2

P10 0.10551671 -0.1437470

P11 1.46052478 -1.0597592

P14 -0.08346587 0.1311754

P16 -0.66092642 1.6662982

Standardized loadings (pattern matrix) based upon correlation matrix

item PA1 PA2 h2 u2 com

P11 2 0.86 0.48 0.97 0.026 1.6

P16 4 0.73 0.66 0.96 0.042 2.0

P10 1 0.44 -0.03 0.20 0.802 1.0

P14 3 0.02 0.33 0.11 0.890 1.0

PA1 PA2

SS loadings 1.47 0.77

Proportion Var 0.37 0.19

Cumulative Var 0.37 0.56

Proportion Explained 0.66 0.34

Cumulative Proportion 0.66 1.00
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PA1 PA2

Correlation of (regression) scores with factors 0.91 0.79

Multiple R square of scores with factors 0.82 0.63

Minimum correlation of possible factor scores 0.65 0.26

Loadings:

PA1 PA2

P10 0.444

P11 0.862 0.480

P14 0.330

P16 0.727 0.655

PA1 PA2

SS loadings 1.470 0.769

Proportion Var 0.368 0.192

Cumulative Var 0.368 0.560
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Ðèñ. 4: ÔÀÊÒÎÐÍÀß ÄÈÀÃÐÀÌÌÀ
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Ðèñ. 5: ÄÀÍÍÛÅ Â ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ
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