
Ìåòîä Isomap
Isomap (Isometricfeaturemapping) îòíîñèòñÿ ê íåëèíåéíûì ìåòî-

äàì óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî îïèñàíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà,
çäåñü ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî äàííûå ðàñïîëîæåíû íà íåëèíåéíîé ïîâåðõíî-
ñòè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Isomap èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàçèèçîìåòðè÷åñêîãî íèçêîðàçìåðíîãî âëîæåíèÿ
íàáîðà ìíîãîìåðíûõ òî÷åê äàííûõ. Àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ïðîñòîé ìå-
òîä îöåíêè âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèÿ äàííûõ, îñíîâàííûé íà
ãðóáîé îöåíêå ñîñåäåé êàæäîé òî÷êè äàííûõ íà ìíîãîîáðàçèè. Isomap
î÷åíü ýôôåêòèâåí è îáû÷íî ïðèìåíèì ê øèðîêîìó ñïåêòðó èñòî÷íèêîâ
äàííûõ è ðàçìåðíîñòåé.

Ââåäåíèå

Â öåëÿõ ïðåîäîëåíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíûõ ïîäõîäîâ áûë ðàç-
ðàáîòàí ðÿä òåõíèê äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê äàííûì ñ ðàçëè÷íûìè õàðàê-
òåðíûìè ñòðóêòóðàìè. Äàííûå òåõíèêè íåêîíòðàëèðóåìîãî óìåíüøåíèÿ
ðàçìåðíîñòè èñïîëüçóþò îáó÷åíèå íà îñíîâå ìíîãîîáðàçèé. Îáó÷åíèå íà
îñíîâå ìíîãîîáðàçèé ñòðåìèòñÿ îáó÷àòü ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëåííûå
ãëàäêèìè, èçîãíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè (manifold) âíóòðè ìíîãîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ïîñëå ÷åãî ìîæíî èçâëå÷ü "ëîêàëüíûå ëèíåéíûå âñòàâ-
êè êîòîðûå êàñàòåëüíû ê ìíîãîîáðàçèþ. Êàê ïðàâèëî, äëÿ òî÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýòèõ âñòàâîê âïîëíå äîñòàòî÷íî. Ïî-
ñêîëüêó ïîäîáíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîäåëèðóþòñÿ íå êàêîé-ëèáî îäíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé, à íåñêîëüêèìè íåáîëüøèìè ëèíåéíûìè ó÷àñò-
êàìè (ïàò÷àìè), òàêèå ëèíåéíûå ñîñåäè ñïîñîáíû ìîäåëèðîâàòü ëþáîå
ìíîãîîáðàçèå.

Ôóíäàìåíòàëüíûå àñïåêòû àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ íà îñíîâå ìíîãîîá-
ðàçèé:

- Â äàííûõ ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå îòíîøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ìî-
äåëèðîâàòü ïðè ïîìîùè ìíîãîîáðàçèé ?? ãëàäêèõ è íå îñîáî èçîãíóòûõ
(íå î÷åíü ñëîæíûõ) ïîâåðõíîñòåé, îõâàòûâàþùèõ íåñêîëüêî èçìåðåíèé.
Ìíîãîîáðàçèÿ íåïðåðûâíû.

- Âìåñòî ìíîãîìåðíîé ôîðìû äàííûõ èõ ïðîåöèè ïî îïðåäåëåííûì
íàïðàâëåíèÿì äëÿ ñîõðàíåíèÿ îáùåé ôîðìû, ìîæíî âûïîëíèòü áîëåå
ñëîæíûå ìàíèïóëÿöèè, íàïîäîáèå ðàçâåðòûâàíèÿ ñêðó÷åííîé ïîëîñû èëè
âûâîðà÷èâàíèÿ ñôåðû íàðóæó.

- Íàèëó÷øèé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ?�? ýòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå èçîãíóòîãî ïðîñòðàíñòâà êàê ñîñòàâëåííîãî èç íåñêîëüêèõ ñîñåä-
íèõ ÷àñòåé. Åñëè êàæäàÿ òî÷êà äàííûõ ñìîæåò ñîõðàíèòü ðàññòîÿíèå íå
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äî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê, à òîëüêî äî áëèæàéøèõ ê íåé, òî ãåîìåòðè÷å-
ñêèå îòíîøåíèÿ â òàêèõ äàííûõ ìîæíî óäåðæàòü.

Îäíèì èç ïåðâûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè îáó÷åíèÿ íà îñíîâå ìíî-
ãîîáðàçèé áûë àëãîðèòì Isomap, ÷üå íàçâàíèå ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê
èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Îí ðàñøèðÿåò ìåòðè÷åñêîå ìíîãîìåðíîå
ìàñøòàáèðîâàíèå (MDS) çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé,
íàëàãàåìûõ âçâåøåííûì ãðàôîì. ×òîáû áûòü êîíêðåòíûì, êëàññè÷åñêîå
ìàñøòàáèðîâàíèå ìåòðè÷åñêîé MDS âûïîëíÿåò íèçêîðàçìåðíîå âñòðà-
èâàíèå íà îñíîâå ïîïàðíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè äàííûõ, êîòî-
ðîå îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ
. Isomap îòëè÷àåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ, èíäó-
öèðîâàííîãî ãðàôîì îêðåñòíîñòåé, âëîæåííûì â êëàññè÷åñêîå ìàñøòà-
áèðîâàíèå. Ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ?-? ýòî îáîáùåíèå ðàññòîÿíèÿ äëÿ
èçîãíóòûõ ïîâåðõíîñòåé. Ýòî ñäåëàíî äëÿ âêëþ÷åíèÿ ñòðóêòóðû êîë-
ëåêòîðà â ðåçóëüòèðóþùåå âëîæåíèå. Isomap îïðåäåëÿåò ãåîäåçè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå êàê ñóììó âåñîâ ðåáåð íà êðàò÷àéøåì ïóòè ìåæäó äâóìÿ óç-
ëàìè (âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Äåéêñòðû , íàïðèìåð).
Òàêèì îáðàçîì, IsoMap îïòèìèçèðóåò ðàññòîÿíèÿ âäîëü îáíàðóæèâà-
åìîãî ìíîãîîáðàçèÿ,ñòðåìÿñü ñîõðàíèòü ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå èëè
ðàññòîÿíèå, èçìåðÿåìîå íå â Ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, à íà èçîãíóòîé
ïîâåðõíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðè ýòîì, Âåðõíèå n ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû ãåîäåçè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé ïðåäñòàâëÿþò êîîðäèíàòû â íîâîì
n- ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äðóãèìè ñëîâàìè â èñõîäíîå ìíîã-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâà äàííûõ ðàçìåðíîñòè N âñòðàèìàåòñÿ êîëëåêòîð
(manifold) ðàçìåðíîñòè n (n < N). Êîëëåêòîð îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôíûì ê åâêëèäîâîìó
ïðîñòðàíñòâó (íàðÿäó ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè òåõíè÷åñêèìè óñëîâèÿìè),
êîëëåêòîð íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ åãî ãðàíèöó, êîãäà îí âñòðàèâàåòñÿ â áîëü-
øåå ïðîñòðàíñòâî.

Îáùåå îïèñàíèå îïèñàíèå àëãîðèòìà Isomap .

1. Îïðåäåëèòü ñîñåäåé êàæäîé òî÷êè. Âñå òî÷êè â íåêîòîðîì ôèêñè-
ðîâàííîì ðàäèóñå. K áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

2. Ïîñòðîèòü ãðàô îêðåñòíîñòåé. Êàæäàÿ òî÷êà ñîåäèíåíà ñ äðóãîé,
åñëè ýòî K áëèæàéøåãî ñîñåäà. Äëèíà ðåáðà ðàâíà åâêëèäîâó ðàññòîÿ-
íèþ.

3. Âû÷èñëèòü êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó äâóìÿ óçëàìè. Èñïîëüçóÿ àë-
ãîðèòì Äåéêñòðû (Ôëîéäà � Óîðøîëëà)

4. Âû÷èñëèòü íèçêîðàçìåðíîå âëîæåíèå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìíîãîìåð-
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íîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ (MDS).
Ðàñøèðåíèÿ Isomap

- Landmark ISOMAP (LISOMAP ) : Landmark − Isomap - ýòî âà-
ðèàíò Isomap, êîòîðûé ðàáîòàåò áûñòðåå, ÷åì Isomap. Îäíàêî òî÷íîñòü
êîëëåêòîðà ñíèæàåòñÿ èç-çà íåçíà÷èòåëüíîãî ôàêòîðà. Â ýòîì àëãîðèò-
ìå èñïîëüçóåòñÿ n << N êîíòðîëüíûõ òî÷åê èç îáùåãî êîëè÷åñòâà N
òî÷åê äàííûõ, è âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà n × N ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó êàæäîé òî÷êîé äàííûõ è êîíòðîëüíûìè òî÷êàìè. Çàòåì ê
ìàòðèöå ïðèìåíÿåòñÿ Landmark-MDS (LMDS), ÷òîáû íàéòè åâêëèäîâî
âëîæåíèå âñåõ òî÷åê äàííûõ.

- CIsomap âêëþ÷àåò óâåëè÷åíèå îáëàñòåé ñ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ è
ñæàòèå îáëàñòåé ñ íèçêîé ïëîòíîñòüþ òî÷åê äàííûõ â êîëëåêòîðå. Âå-
ñà êðàåâ, êîòîðûå ìàêñèìèçèðîâàíû â ìíîãîìåðíîì ìàñøòàáèðîâàíèè
(MDS), èçìåíÿþòñÿ, à âñå îñòàëüíîå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

- Ðàçâåðòûâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà: çàìåíÿåò îöåíêè ãåîäåçè-
÷åñêèõ ðàññòîÿíèé íà îñíîâå ïóòåé Äåéêñòðû íà ïðèáëèæåíèÿ íà îñíîâå
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà , ïîâûøàÿ óñòîé÷èâîñòü ê íåðåãóëÿðíîñòè è ïó-
ñòîòàì â âûáîðêå.

Âîçìîæíûå ïðîáëåìû

Ñâÿçíîñòü êàæäîé òî÷êè äàííûõ â ãðàôå ñîñåäñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
åå áëèæàéøèå k åâêëèäîâûõ ñîñåäåé â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò
øàã óÿçâèì äëÿ ¾îøèáîê êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ¿, åñëè k ñëèøêîì âåëèêî
ïî îòíîøåíèþ ê ñòðóêòóðå êîëëåêòîðà èëè åñëè øóì â äàííûõ íåìíî-
ãî ñäâèãàåò òî÷êè çà ïðåäåëû êîëëåêòîðà. Äàæå îäíà îøèáêà êîðîòêîãî
çàìûêàíèÿ ìîæåò èçìåíèòü ìíîãèå ýëåìåíòû â ìàòðèöå ãåîäåçè÷åñêèõ
ðàññòîÿíèé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîâåðøåííî èíîìó (è
íåïðàâèëüíîìó) íèçêîðàçìåðíîìó âñòðàèâàíèþ. Íàîáîðîò, åñëè k ñëèø-
êîì ìàë, ãðàô îêðåñòíîñòè ìîæåò ñòàòü ñëèøêîì ðàçðåæåííûì äëÿ òî÷-
íîé àïïðîêñèìàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ ïóòåé. Íî â ýòîò àëãîðèòì áûëè âíå-
ñåíû óëó÷øåíèÿ, ÷òîáû îí ëó÷øå ðàáîòàë ñ ðàçðåæåííûìè è çàøóìëåí-
íûìè íàáîðàìè äàííûõ.

originalsource
Ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Isomap íà python è R.
Äëÿ ðà÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü äàííûé î Ðîññèéñêèõ ðåãèíàõ. Â python

ðåàëèçàöèè èñõîäíûì áûëî 3D ïðîñòðàíñòâî, ðåãèîíû ðàçìå÷åíû íà òðè
êëàññà. Äëÿ R ðåàëèçàöè èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî 4D, à ðåãèîíû ðàçìå÷å-
íû íà ÷åòûðå êëàññà.

Êîä python :
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```python

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import numpy as np

import scipy.stats as st

import matplotlib.pyplot as plt

from pandas import Series, DataFrame

import pandas as pd

#import umap

#import umap.plot

from sklearn.manifold import Isomap

result =pd.read_table('dan04.txt',sep='\s+')

print(result)

X =DataFrame(result, columns=['P10','P11','P14'])

X=np.array (X)

SUMX=X[:,0] +X[:,1] + X[:,2]

X[:,0] =X[:,0] /SUMX

X[:,1] =X[:,1] /SUMX

X[:,2] =X[:,2] /SUMX

YT=result['P18']

y=np.array(YT)

XX1=result.query("P18 in [0]")

XX2=result.query("P18 in [1]")

XX3=result.query("P18 in [2]")

XX1 =DataFrame(XX1, columns=['P10','P11','P14'])

XX1=np.array (XX1)

XX2 =DataFrame(XX2, columns=['P10','P11','P14'])

XX2=np.array (XX2)

XX3 =DataFrame(XX3, columns=['P10','P11','P14'])

XX3=np.array (XX3)

SUMX1=XX1[:,0] +XX1[:,1] + XX1[:,2]

XX1[:,0] =XX1[:,0] /SUMX1

XX1[:,1] =XX1[:,1] /SUMX1

XX1[:,2] =XX1[:,2] /SUMX1

SUMX2=XX2[:,0] +XX2[:,1] + XX2[:,2]

XX2[:,0] =XX2[:,0] /SUMX2

XX2[:,1] =XX2[:,1] /SUMX2
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XX2[:,2] =XX2[:,2] /SUMX2

SUMX3=XX3[:,0] +XX3[:,1] + XX3[:,2]

XX3[:,0] =XX3[:,0] /SUMX3

XX3[:,1] =XX3[:,1] /SUMX3

XX3[:,2] =XX3[:,2] /SUMX3

# Ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ, óìåíüøàþùåå ðàçìåðíîñòü äî 2

#çàäàþòñÿ:÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé è ðàçìåðíîñòü êîëëåêòîðà

mod_iso = Isomap(n_neighbors =5,n_components=2)

X_iso = mod_iso.fit_transform(X)

X_iso.shape

XI =DataFrame(X_iso, columns=['1','2'])

XI = XI.join(YT)

XI1=XI.query("P18 in [0]")

XI2=XI.query("P18 in [1]")

XI3=XI.query("P18 in [2]")

XI1 =DataFrame(XI1, columns=['1','2'])

XI1=np.array (XI1)

XI2 =DataFrame(XI2, columns=['1','2'])

XI2=np.array (XI2)

XI3 =DataFrame(XI3, columns=['1','2'])

XI3=np.array (XI3)

#ïîñòðîåíèå èñõîäíîãî ãðàôèêà 3 D

fig = plt.figure(1, figsize=(10, 8))

ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')

xs1 = XX1[:,0]

ys1 = XX1[:,1]

zs1 = XX1[:,2]

xs2 = XX2[:,0]

ys2 = XX2[:,1]

zs2 = XX2[:,2]
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xs3 = XX3[:,0]

ys3 = XX3[:,1]

zs3 = XX3[:,2]

ax.scatter(xs1, ys1, zs1,c='g', cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k',s=80,label='A')

ax.scatter(xs2, ys2, zs2,c='r', cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k',s=80,label='P')

ax.scatter(xs3, ys3, zs3,c='b', cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k',s=80,label='D')

ax.set_title("Èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäèêòîðîâ",

fontsize=16, fontweight='bold')

ax.set_xlabel('P10',fontsize=14, fontweight='bold')

ax.set_ylabel('P11',fontsize=14, fontweight='bold')

ax.set_zlabel('P14',fontsize=14, fontweight='bold')

ax.legend(loc="best")

# Ïîñòðîåíèå ðåäóöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà 2D

y = np.choose(y, [1, 2, 0]).astype(np.float)

fig = plt.figure(2,figsize=(10, 8))

plt.clf()

plt.cla()

plt.scatter(XI1[:, 0], XI1[:, 1], c='g', cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k',s=100,label='A')

plt.scatter(XI2[:, 0], XI2[:, 1], c='r', cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k',s=100,label='P')

plt.scatter(XI3[:, 0], XI3[:, 1], c='b', cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k',s=100,label='D')

plt.title("Ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ìåòîäîì ISOMAP",

fontsize=16, fontweight='bold')

plt.xlabel("Isomap1",fontsize=14, fontweight='bold')

plt.ylabel("Isomap2",fontsize=14, fontweight='bold')

plt.legend(loc='best')

plt.show()

```

Ãðàôè÷åñêèå ðåçóëüòàòû:
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Ðèñ. 1: Èñõîäíîå 3D ïðîñòðàíñòâî îïèñàíèÿ ðåãèîíîâ
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Ðèñ. 2: Ðåäóöèðîâàííîå 2D ïðîñòðàíñòâî ISOMAP
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Êîä R :

```r

library(gmodels)

library(lattice)

library(vegan)

library(grDevices)

library(reshape2)

library(ggplot2)

library(ggthemes)

#library(fastICA)

library(psych)

load("xRegion.RData")

#ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ data.frame ÎÑÍÎÂÍÛÅ

#ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÐÅÃÈÎÍÎÂ ÐÔ

xreg <-data.frame(P1=x$Pok_001,P2=x$Pok_002,

P3=x$Pok_003,P4=x$Pok_004,

P5=x$Pok_005,P6=x$Pok_006,P7=x$Pok_007,

P8=x$Pok_008,P9=x$Pok_009,P10=x$Pok_010,

P11=x$Pok_011,P12=x$Pok_012,P13=x$Pok_013,

P14=x$Pok_014,P15=x$Pok_015,P16=x$Pok_016,

P17=x$Pok_017,P18=x$Pok_018)

#xreg

#Ôîðìèðîâàíèå ôàêòîðà òèï ýêîíîìèêè ðåãèîíà

xreg_f <- as.factor(x$Pok_018)

#âûáîð èññëåäóåìîãî ïîäìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé ðåãèîíîâ

w=c(10,11,14,16)

reg.ekon <-xreg[,w]

valreg <-rowSums(reg.ekon)

xreg_nor <-reg.ekon/valreg

Y <- xreg_nor

X=Y

X <- as.matrix(X)

#Ìåòîä isomap================================
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dis <- vegdist(X)

iso <- isomap(dis, ndim=2, k=5)

y.iso <-data.frame(iso[1])

yx.iso <-data.frame( iso1=y.iso[,1],iso2=y.iso[,2],Econ=xreg_f)

#Ãðàôèê ðåãèîíîâ ïî êëàññàì â äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå isomap

x11()

g4 <-ggplot(data= yx.iso, aes(x=iso1,y=iso2,colour = Econ),

colors = "Accent")

g4 <-g4 +geom_point(size=6)

g4 <-g4 +labs(title ="Ðåãèîíû â ïðîñòðàíñòå äâóõ êîìïîíåíò isomap",

x="iso1", y="iso2",colour = "Êëàññû")

#g4 <-g4 + theme_stata() + scale_colour_stata()

g4 <-g4 + theme_fivethirtyeight() + scale_colour_manual( values = c('purple',

'blue','red','green'))

g4

```

Ãðàôè÷åñêèå ðåçóëüòàòû:
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Ðèñ. 3: Ðåäóöèðîâàííîå 2D ïðîñòðàíñòâî ISOMAP
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