
Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç (LDA)
Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç (LDA) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëè-

íåéíîãî äèñêðèìèíàíòà Ôèøåðà.LDA ðàçðàáîòàí äëÿ êëàññèôèêàöèè è
ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî ìíîãîðàçìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îïèñàíèÿ îáú-
åêòîâ â ïðîñòðàíñòâî ñ áîëåå íèçêîé ðàçìåðíîñòüþ, â êîòîðîì ìàêñè-
ìèçèðóåòñÿ îòíîøåíèå äèñïåðñèè ìåæäó êëàññàìè ê äèñïåðñèè âíóò-
ðè êëàññîâ, òåì ñàìûì ãàðàíòèðóåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ îòäåëèìîñòü êëàñ-
ñîâ.Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñïåöèàëüíûõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ äèñêðèìèíàíòíûìè.

LDA ïðèìåíÿåòñÿ äâîÿêî, ñ îäíîé ñòðîíû êàê ëèíåéíûé êëàññèôèêà-
èòîð, à ñ äðóãîé, êàê ìåòîä óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè îïèñàíèÿ îáúåêòîâ
(óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ïðåäèêòîðîâ).Âî âòîðîé ñâîåé ðîëè îí îòíî-
ñèòüñÿ ê òàê íàçâàåìîé ãðóïïå ìåòîäîâ êîíòðîëèðóåìîãî ñíèæåíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîãî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü àïðèîðíóþ
ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòîâ ê ñîîòâåñòâóþùèì êëàññàì (ò.å ýòî ìåòîä ñ
ó÷èòåëåì).

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè è äîïóùåíèÿ LDA:
- Ïîêàçàòåëè (ïðåäèêòîðû) îáúåêòîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ LDA äîëæ-

íû áûòü èçìåðåíû â ìåòðè÷åñêèõ øêàëàõ (èíòåðâàëîâ èëè îòíîøåíèé),
à âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ(ïðèíàäëåæíîñòü êàæäîãî îáúåêòà ê êëàññó) èç-
ìåðÿåòñÿ â íîìèíàëüíîé øêàëå

- Íåîáõîäèìî ÷òîáû ÷èñëî îáúåêòîâ p ïðåâûøàëî ÷èñëî èñõîäíûõ
ïðåäèêòîðîâ n (p− 2 > n > 0);

- ×èñëî êëàññîâ è îáúåêòîâ â êàæäîì êëàññå íå ìåíåå äâóõ;
- Ïðåäèêòîðû äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
- Ãåíåðàëüíûå êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû êëàññîâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
- Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà äîëæåí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-

ìåðíûì íîðìàëüíûì çàêîíîì
Îñíîâíûå èäåè è ïðèíöèïû, ëåæàùèå â îñíîâí LDA.
Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç - ýòî îáùèé òåðìèí, îòíîñÿùèé

ê íåñêîëüêèì òåñíî ñâÿçàííûì ñòàòèñòè÷åñêèì ïðîöåäóðàì. Èõ ìîæíî
ðàçäåëèòü íà ìåòîäû èíòåðïðåòàöèè ìåæãðóïïîâûõ ðàçëè÷èé â ÷àòíî-
ñòè íà îñíîâå óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî îïèñàíèÿ îáúåêòîâ è
ìåòîäû êëàññèôèêàöèè íàáëþäåíèé îáúåêòîâ ïî ãðóïïàì

Ïðè èíòåðïðèòàöèè íåîáõîäèìî îòâåòèòü íà âîïðîñû: âîçìîæíî ëè, è
ñïîëüçóÿ äàííûé íàáîð ïîêàçàòåëåé (ïðåäèêòîðîâ), îòëè÷èòü îäèí êëàññ
îò äðóãîãî, íàñêîëüêî õîðîøî ýòè ïîêàçàòåëè ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ðàç-
ëè÷èå, ìîæíî (öåëåñîîáðàçíî) ëè îñóùåñòâèòü óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè

1



èñõîäíîãî îïèñàíèÿ îáúåêòîâ è åñëè äà, òî êàê ýòî ñäåëàòü ïðè óñëîâèè
îáåñïå÷åíèÿ âûñîãî êà÷åñòâà ðàçäåëåíèÿ ãðóïï.

Ìåòîäû, îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññèôèêàöèè , ñâÿçàíû ñ ïîëó÷åíèåì îäíîé
èëè íåñêîëüêèõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âîçìîæíîñòü îòíåñòè îáúåêò
ê îäíîé èç ãðóïï. Ýòè ôóíêöèè, íàçûâàåìûå äèñêðåìåíàíòíûìè, çàâèñÿò
îò çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
îòíåñòè êàæäûé îáúåêò ê îäíîé èç ãðóïï.

Èíòåðïðèòàöèÿ îáúåêòîâ è êëàññîâ â LDA è çàäà÷à óìåíü-
øåíèÿ ðàçìåðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè (ÊÄÔ).
Âàæíûì ïîíÿòèåì LDA ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíê-

öèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èñõîäíûõ ïðåäèêòîðîâ (äèñ-
êðèìåíàíòíûõ ïåðåìåííûõ) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïðåäåëåííûì óñëîâè-
ÿì. Ïóñòü ìû èìååì èñõîäíóþ ìàòðèöó X èç n äèñêðèìèíàíòíûõ ïåðå-
ìåííûõ äëÿ p îáúåêòîâ:

X=

 x1,1 x1,2 ... x1,n
x2,1 x2,2 ... x2,n
xp,1 xp,2 ... xp,n

 (1)

Òîãäà êàíîíè÷åñêàÿ äèñêðèìåíàíòíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùíí ìà-
òåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå :

fkm = u0 + u1x1km + u2x2km + ...+ unx1km (2)

ãäå fkm - çíà÷åíèå êàíîíè÷åñêîé äèñêðåìèíàíòíîé ôóíêöèè äëÿ m
- ãî îáúåêòà â k -îé ãðóïïå; xikm - m - çíà÷åíèå i -îé ïåðåìåííîé â
ãðóïïå k;ui -êîýôôèöèåíòû, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå íåîáõîäèìûõ
óñëîâèé. Êîýôôèöèåíòû äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè âûáèðàþòñÿ òàêì îáðàçîì,
÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàñèìàëüíûå ðàçëè÷èÿ åå ñðåäíèõ çíà÷åíèé äëÿ ðàç-
íûê êëàññîâ. Òî åñòü îíà äîëæíà îáåñïå÷èòü "ìàêñèìàëüíûå ðàçëè÷èÿ
ìåæäó êëàññàìè"(êàê ýòî ñäåëàòü ôîðìàëüíî îïðåäåëèì íèæå). Êîýô-
ôèöèåíòû äëÿ âòîðîé ôóíêöèè âûáèðàþòñÿ èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, íî
äîïîëíèòåëüíî äîëæíî áûòü îáåñïå÷åíî óñëîâèå, ÷òî çíà÷åíèÿ âòîðîé
ôóíêöèè íå êîððåëèðóþò ñî çíà÷åíèÿìè ïåðâîé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ òðåòüÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íå äîëæíà êîððåëèðîâà ñ ïåðâîé è âòîðîé
è .ò.ä Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äèñêðèìåíàíòíûõç ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû òàêèì ñïîñîáîì, ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ áåç åäèíèöû èëè
÷èëó äèñêðåìèíàíòíûõ ïåðåìåííûõ åñëè n < k − 1
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðèòàöèÿ è ÷èñëî êàíîíè÷åñêèõ äèñðè-
ìèíàíòíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü äèñêðèìèíàíòíûå ïåðåìåííûå-îñè n - ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Êàæäûé îáúåêò (íàáëþäåíèå) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó ñ n
êîîðäèíàòàìè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè êëàññû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà, òî èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñêîïëåíèå òî÷åê â íåêîòîðûõ îá-
ëàñòÿõ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì îáëàñòè çàíèìàåìûå òî÷êàìè
ðàçíûõ êëàññîâ êàê íå ïåðåñèêàòüñÿ òàê è ïåðåñåêàòüñÿ äðóã ñ äðó-
ãîì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ êëàññîâ ìîæíî âû÷èñëèòü èõ "öåíò-
ðîèä".Öåíòðîèä êëàññà åñòü âîîáðàæàåìàÿ òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé
åñòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â ýòîì êëàññå.Öåíòðîèäû ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ðàçëè÷èé ìåæäó êëàññàìè. Ïðè ýòîì îêàçûâàåò-
ñÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçëè÷àòü îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðîèäîâ íå
íóæíà áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü îïèñàíèÿ îáúåêòîâ. Êàê ïðàâèëî, ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ ðàçìåðíîñòüþ ÷èñëî êëàññîâ áåõ åäèíèöû.

Ðîëü ÷èñëà êëàññîâ ñòàíîâèòüñÿ ïîíÿòíîé, åñëè îáðàòèòüñÿê ê îñî-
áåííîñòÿì òîïîëîãèè ìíîãîîðàçèÿ ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Äëÿ ëþáûõ
ïðîñòðàíñòâ, ãäå ñïðàâåäëèâû àêñèîìû åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, äâå òî÷-
êè îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ, òðè òî÷êè -ïëîñêîñòü, ÷åòûðå - òðåõìåðíóþ ïî-
âåðõíîñòü è.ò.ä. Ïðèíöèï ñîñòîèò â òîì òî÷êè îïðåäåëÿþò ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ðàâíóþ ÷èñëó òî÷åê áåç åäèíèöû. Öåòðîèäû çàäàþò ïðî-
ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íà åäèíèöó ìåíüøå èõ ÷èñëà è â êîòîðîì
îòîáðàæàþòñÿ âñå îáúåêòû â âèäå ñîîòâåñòâóþùèõ òî÷åê. Â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìîæíî ðàçìåñòèòü íîâóþ ñèñòåìó êîîäèíàò ñ íà÷àëîì (íóëåâîé
òî÷êîé) çàäàâàåìûì, òàê íàçûâàåìûì,"ãëàâíûì öåíòðîèäîì". Ãëàâíûé
öåíòðîèä çàíèìàåò ïîëîæåíèå, îïðåäåëÿåñîå ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè êî-
îðäèíàò îáúåêòîâ ïî âñåé èõ ñîâîêóïíîñòè. Îòíîñèòåëüíî ýòîãî öåíòðà
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëîæåíèé íîâûõ êîîäèíàòíûõ îñåé
ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè ïðåíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó "íàòÿíóòîìó íà öåíò-
ðîèäû". Åñëè íàïðâèòü ïåðâóþîñü ïîä óãëîì, ïðè êîòîðîì ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ êëàññîâ ðàçäåëÿþòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè ÷åì äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
íàïðàâëåíèÿ½ òî ýòà îñü äîëæíà áûòü ñàìîé âàæíî äëÿ äèñêðèìèíàöèÿ
êëàññîâ. Åñëè åñòü äâà è áîëåå êëàññîâ, ìîæíî îàðåíòèðîâàòü âòîðóþ îñü
òîæå òàêèì îáðàçîì,÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíîå ðàçäåëåíèå êëàññîâ
è ïðè ýòîì âòîðàÿ îñü äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ïåðâîé è.ò.ä.

Ðàñïîëîæåíèå îñåé ïî òàêîìó ïðèíöèïó ïðèâîäèò ê êðèòåðèþ äëÿ
êàíîíè÷åñêèõ äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé.Ñîîòíîøåíèÿ (2)çàäàþò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äèñêðèìèíàíòíûõ ïåðåìåííûõ â q
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Ðèñ. 1: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåïðèòàöèÿ ïðîöåññà ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè

-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äèñêðåìèíàíòíûõ ôóíêöèé (ãäå q- ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî ôóíêöèé). Êàæäîé îñè ñîîòâåñòâóåò ñâîå ñîîòíîøåíèå(2) , òîãäà
êàæäûå îáúåêò áóäåò òî÷êîé â ýòîì íîâîì ïðîñòðàíñòå ñ êîîðäèíàòà-
ìè ðàâíûìè ñîîòâåñòâóþùèì çíà÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîé äèñêðèìèíàíòíîé
ôóíêêöèè. Ãðàôè÷åñêè îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíî-
ñòè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðà-
çîì (ðèñ.1):

Â òîì ñëó÷àå êîãäà ÷èñëî ïåðåìåííûõ n ìåíüøå, ÷èñëà êëàññîâ, ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî ôóíêöèé q = n. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà ñ áîëüøåé ðàçìåðíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâî ñ ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòü íå ïðîèñõîäèò, íóæíî òîëüêî ñäåëàòü çàìåíó êîîðäèíàò, äëÿ óäî-
âëåòâîðåíèÿ íåêîòîðîìó êðèòåðèþ.

Ïîëó÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ÊÄÔ.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïðèíöèïû ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ui êàíî-

íè÷åñêîé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè. Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèì ñòàòè-
ñòè÷åñêèé ìåòîä äëÿ èçìåðåíèÿ ñòåïåíè ðàçëè÷èÿ ìåæäó îáúåêòàìè.
Òàáëèöû ãðóïïîâûõ ñðåäíèõ è ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé äëÿ ýòîãî íåäî-
ñòàòî÷íî. Äëÿ ýòèõ öåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ êâàäðàòíóþ
ñèììèòðè÷íóþ ìàòðèöó : T = (tij)

n×n. Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû çàäàþòñÿ
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ñîîòíîøåíèåì:

tij =

g∑
k=1

p∑
m=1

(xikm −Xi..)(xjkm−Xj..) (3)

Çäåñü
g -÷èñëî êëàññîâ;
p - îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé ïî âñåì êëàññàì;
xikm -âåëè÷èíà ïåðåìåííîé i äëÿ m-ãî íàáëþäåíèÿ â k-îì êëàññå;
Xi.. -ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ïåðåìåííîé i ïî âñåì êëàññàì (îáùåå ñðåäíåå)
Âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ (3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííûõ îò îáùåãî ñðåäíåãî. Ïðè i = j ñîìíîæèòåëè ðàâíû è ìû
èìååì êàäðàò ýòîãî îòêëîíåíèÿ., ïîýòîìó íà äèàãîíàëè ìàòðèöû T áó-
äóò ðàñïîëîãàòüñÿ ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèÿ ñîîòâåñòâóþùåé ïåðå-
ìåííîé îò îáùåãî ñðåäíåãî. Ïðè i 6= j ïîëó÷àåì ñóììó ïðîèçâåäåíèé
îòêëîíåíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé íà îòêëîíåíèå äðóãîé.Òàêèì îáðàçîì, â
öåëîì äàííàÿ ìàòðèöà äàåò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè òî÷åê
ïî ïðîñòðàíñòâó, îïðåäåëÿåìîìó ïåðåìåííûìè. Åñëè ðàçäåëèòü êàæäûé
ýëåìåíò ìàòðèöû íà n−1, òî ïîëó÷èòüñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà. Ìàò-
ðèöó T òàêæå ëåãêî ïðèîáðàçîâàòü â êîððåëÿöèîííóþ, ïîäåëèâ êàæäûé
ýëåìåíò ìàòðèöû íà êâàäðàòíûé êîðåíü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîîòâåñòâó-
þùèõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ èçìåðåíèÿ ðàçáðîñà âíóòðè êëàññîâ ñëóæèò ìàòðèöàW , êîòîðàÿ
îòëè÷àåòñÿ îò T òîëüêî òåì, ÷òî åå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèìè
çíà÷åíèìè ïåðåìåííûõ äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ:

wij =

g∑
k=1

pk∑
m=1

(xikm −Xik.)(xjkm−Xjk.) (4)

çäåñü
pk - ÷èñëî íàáëþäåíèé â êëàññå k;
Xik. -ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ïåðåìåííîé i â êëàññå k.
Åñëè ðàçäåëèòü êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû íà n − g, òî ïîëó÷èòüñÿ

âíóòðèãðóïïîâàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé âçâå-
øàííîå ñðåäíåå êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö îòäåëüíûõ êëàññîâ. Åå òàêæå
ìîæíî ïðåâðàòü â ñîîòâåñòâóþùóþ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöó.

Åñëè öåíòðîèäû êëàññîâ ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, òî ìàòðèöû T è
W òàêæå ñîâïàäàþò. Åñëè öåíòðîèäû ó êëàññîâ ðàçíûå, òî ýëåìåíòû
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ìàòðèöû W áóäóò ìåíüøå ñîîòâåñòâóþùèõ ýëåíòîâ ìàòðèöû T . Òîãäà
ââîäèòñÿ ìàòðèöà B ýòèõ ðàçëè÷èé: B = T −W (bij = tij − wij).

Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ìåæãðóïïîâîé ñóììîé êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé
è ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ìàòðèöà B ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå W äàåò
ìåðó ðàçëè÷èÿ ìåæäó ãðóïïàìè. Â ñîâîêóïíîñòè ýòè ìàòðèöû ñîäåðæàò
âñþ îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ î çàâèñèìîñòè âíóòðè ãðóïï è ìåæäó ãðóï-
ïàìè

Ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå êðèòåðèé äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ êàíîíè÷åñêèõ äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé f :

λ = B(f)/W (f)→ max
f

(5)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëó÷øåãî ðàçäåëåíèÿ íàáëþäåíèé íà ãðóïïû
íóæíî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû êàíîíè÷åñêîé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíê-
öèè èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè îòíîøåíèÿ ìåæãðóïïîâîé ìàòðèöû ðàññå-
ÿíèÿ ê âíóòðèãðóïïîâîé ìàòðèöå ðàññåÿíèÿ (5) ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëü-
íîñòè äèñêðèìèíàíòíûõ ïëîñêîñòåé.

Òîãäà íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé ñâî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è âåêòîðàõ. Ýòî óòâåð-
æäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

åñëè ñïðîåêòèðîâàòü g ãðóïï n�ìåðíûõ âûáîðîê íà g−1-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè (ν1k, ..., νnk), k = 1, ...g−
1 , òî îòíîøåíèå (5) áóäåò ìàêñèìàëüíûì, ò.å. ðàññåèâàíèå ìåæäó ãðóï-
ïàìè áóäåò ìàêñèìàëüíûì ïðè çàäàííîì âíóòðèãðóïïîâîì ðàññåèâàíèè.
Åñëè áû ìû çàõîòåëè ñïðîåêòèðîâàòü âñå ãðóïïû íà ïðÿìóþ ïðè óñëî-
âèè ïðåäåëüíîé ìàêñèìèçàöèè ðàññåèâàíèÿ ìåæäó íèìè, òî ñëåäîâàëî
áû èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîìó
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1. Ïðè ýòîì äëÿ êàíîíè÷åñêèõ äèñêðèìèíàíòíûõ
ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷àòü íåñòàíäàðòèçîâàííûå è ñòàíäàðòèçîâàííûå
êîýôôèöèåíòû.

Íåñòàíäàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû.
Ïóñòü λ1 ≥ λ2 .... λn è ν1, ν2 .... νn ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ è âåêòîðû. Òîãäà óñëîâèå (5) â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåê-

òîðîâ çàïèøåòñÿ â âèäå λ =

∑
k
bjk νj νk∑

k

wjk νj νk
, à ýòî âëå÷åò

∑
k

(bjk−λwjk) νk = 0

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè:

(B − λW ) νi = 0 (6)

6



Ïðè ýòîì νTi W νj = δij , ãäå δij - ñèìâîë êðîíåðà. Òàêèì îáðàçîì, ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ |B − λW | = 0 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðèìèíàíòíûì ôóíêöèÿì. Åñ-
ëè B è W íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû,òî ñîáñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ
|B − λW | = 0 òàêèå æå, êàê è ó |W−1B −λ I| = 0.Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (6) ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî
(ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé)W−1 = LLT è ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿõ èìååì:

(L
T
BL−λi I) νi , (7)

Ïðè νTi νi = δij . Êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7), êîòîðîå èìååò ñâîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λi è ñîáñòâåííûé âåêòîð νi , ñîîòâåòñòâóåò îäíîé
äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè. Êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà νi ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè.
Îäíàêî ïðè òàêîì ïîäõîäå íà÷àëî êîîðäèíàò íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ ãëàâ-
íûì öåíòðîèäîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàëî ñ ãëàâíûì
öåíòðîèäîì íóæíî íîðìèðîâàòü êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà:

ui = νi
√
p− g, u0 =

n∑
i=1

uiXi.. (8)

Íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû (8) ïîëó÷åíû ïî íåñòàíäàðòèçîâàí-
íûì èñõîäíûì äàííûì, ïîýòîìó îíè íàçûâàþòñÿ íåñòàíäàðòèçîâàííû-
ìè. Íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû ïðèâîäÿò ê òàêèì äèñêðèìèíàíòíûì
çíà÷åíèÿì, åäèíèöåé èçìåðåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå. Ïðè òàêîì ïîäõîäå êàæäàÿ îñü â ïðåîáðàçîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå ñæèìàåòñÿ èëè ðàñòÿãèâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå äèñêðèìèíàíòíîå çíà÷åíèå äëÿ äàííîãî îáúåêòà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé òî÷êè îò ãëàâíîãî öåíòðîèäà.

Ñòàíäàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû
Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:
- ïî ôîðìóëå (8), åñëè èñõîäíûå äàííûå áûëè ïðèâåäåíû ê ñòàíäàðò-

íîé ôîðìå;
- ïðåîáðàçîâàíèåì íåñòàíäàðòèçîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ê ñòàíäàð-

òèçîâàííîé ôîðìå:

ci = ui

√
wii
p− g

, (9)
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ãäå wii ñóììà âíóòðèãðóïïîâûõ êâàäðàòîâ i é ïåðåìåííîé, îïðåäåëÿ-
åìîé ïî ôîðìóëå (4).

Ñòàíäàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû ïîëåçíî ïðèìåíÿòü äëÿ óìåíüøå-
íèÿ ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ. Åñ-
ëè àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà äëÿ äàííîé ïåðåìåííîé äëÿ âñåõ
äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé ìàëà, òî ýòó ïåðåìåííóþ ìîæíî èñêëþ÷èòü,
òåì ñàìûì ñîêðàòèâ ÷èñëî ïåðåìåííûõ.

Ñòðóêòóðíûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè âçàèì-
íîé êîððåëÿöèè ìåæäó îòäåëüíûìè ïåðåìåííûìè è äèñêðèìèíàíòíîé
ôóíêöèåé. Åñëè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé àáñîëþòíàÿ âåëè-
÷èíà êîýôôèöèåíòà âåëèêà, òî âñÿ èíôîðìàöèÿ î äèñêðèìèíàíòíîé ôóíê-
öèè çàêëþ÷åíà â ýòîé ïåðåìåííîé.

Ñòðóêòóðíûå êîýôôèöèåíòû
Îíè îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè âçàèìíîé êîððåëÿöèè ìåæäó îò-

äåëüíûìè ïåðåìåííûìè è êàíîíè÷åñêîé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèåé. Åñ-
ëè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîýôôèöè-
åíòà âåëèêà, òî âñÿ èíôîðìàöèÿ î äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè çàêëþ÷åíà
â ýòîé ïåðåìåííîé.

Äàííûå êîýôôèöèåíòû ïîëåçíû ïðè êëàññèôèêàöèè ãðóïï. Ñòðóê-
òóðíûé êîýôôèöèåíò ìîæíî âû÷èñëèòü è äëÿ ïåðåìåííîé â ïðåäåëàõ
îòäåëüíî âçÿòîé ãðóïïû. Òîãäà ïîëó÷àåì âíóòðèãðóïïîâîé ñòðóêòóðíûé
êîýôôèöèåíò, êîòîðûéâû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

sij =
n∑
k=1

rik ckj =
n∑
k=1

wik ckj√
wiiwjj

(10)

ãäå sij âíóòðèãðóïïîâîé ñòðóêòóðíûé êîýôôèöèåíò äëÿ i�îé ïåðå-
ìåííîé è j�îé ôóíêöèè; rik?-?âíóòðèãðóïïîâûå ñòðóêòóðíûå êîýôôè-
öèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó ïåðåìåííûìè i è k;? ckj?- ñòàíäàðòèçîâàííûå
êîýôôèöèåíòû êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ïåðåìåííîé k è ôóíêöèè j.

Ñòðóêòóðíûå êîýôôèöèåíòû ïî ñâîåé èíôîðìàòèâíîñòè íåñêîëüêî
îòëè÷àþòñÿ îò ñòàíäàðòèçîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñòàíäàðòèçîâàííûå
êîýôôèöèåíòû ïîêàçûâàþò âêëàä ïåðåìåííûõ â çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíò-
íîé ôóíêöèè. Åñëè äâå ïåðåìåííûå ñèëüíî êîððåëèðîâàíû, òî èõ ñòàí-
äàðòèçîâàííûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ òå-
ìè ñëó÷àÿìè, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíà èç ýòèõ ïåðåìåííûõ. Òà-
êîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ñòàíäàðòèçîâàííîãî êîýôôèöèåíòà îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè èõ âû÷èñëåíèè ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå âñåõ ïåðåìåí-
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íûõ.Ñòðóêòóðíûå æå êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ïàðíûìè êîððåëÿöèÿìè
è íà íèõ íå âëèÿþò âçàèìíûå çàâèñèìîñòè ïðî÷èõ ïåðåìåííûõ.

×èñëî êàíîíè÷åñêèõ äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé
Îáùåå ÷èñëî ÊÄÔ íå ïðåâûøàåò ÷èñëà äèñêðèìèíàíòíûõ ïåðåìåí-

íûõ è, ïî êðàéíåé ìåðå, íà 1 ìåíüøå ÷èñëà ãðóïï. Ñòåïåíü ðàçäåëåíèÿ
âûáîðî÷íûõ ãðóïï çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë: ÷åì áîëüøå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî, òåì ñèëüíåå ðàçäåëåíèå. Íàèáîëüøåé ðàçäåëèòåëüíîé
ñïîñîáíîñòüþ îáëàäàåò ïåðâàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1, âòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìàê-
ñèìàëüíîå ðàçëè÷åíèå ïîñëå ïåðâîé è ò.ä. Ðàçëè÷èòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü
i�îé ôóíêöèè îöåíèâàþò ïî îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíå â ïðîöåíòàõ ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà λiîò ñóììû âñåõ λ.

Êîýôôèöèåíò êàíîíè÷åñêîé êîððåëÿöèè.
Äðóãîé õàðàêòåðèñòèêîé, ïîçâîëÿþùåé îöåíèòü ïîëåçíîñòü äèñêðè-

ìèíàíòíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò êàíîíè÷åñêîé êîððåëÿöèè .
Êàíîíè÷åñêàÿ êîððåëÿöèÿ ri ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ìíîæå-
ñòâàìè ïåðåìåííûõ. Ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ýòîãî êîýôôèöèåíòà ðàâ-
íà 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïû ñîñòàâëÿþò îäíî ìíîæåñòâî, à äðóãîå
ìíîæåñòâî îáðàçóþò äèñêðèìèíàíòíûå ïåðåìåííûå. Êîýôôèöèåíò êàíî-
íè÷åñêîé êîððåëÿöèè äëÿ i�îé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé:

ri =

√
λi

1 + λi
(11)

×åì áîëüøå âåëè÷èíà ri, òåì ëó÷øå ðàçäåëèòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü äèñ-
êðèìèíàíòíîé ôóíêöèè.

Îñòàòî÷íàÿ äèñêðèìèíàöèÿ.
Òàê êàê äèñêðèìèíàíòíûå ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ ïî âûáîðî÷íûì äàí-

íûì, îíè íóæäàþòñÿ â ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè. Äèñêðè-
ìèíàíòíûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ãëàâíûì êîìïîíåíòàì.
Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ýòîé çíà÷èìîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòå-
ðèåì, àíàëîãè÷íûì äèñïåðñèîííîìó êðèòåðèþ â ìåòîäå ãëàâíûõ êîì-
ïîíåíò. Ýòîò êðèòåðèé îöåíèâàåò îñòàòî÷íóþ äèñêðèìèíàíòíóþ ñïîñîá-
íîñòü, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ ñïîñîáíîñòü ðàçëè÷àòü ãðóïïû, åñëè ïðè
ýòîì èñêëþ÷èòü èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ ðàíåå âû÷èñëåí-
íûõ ôóíêöèé. Åñëè îñòàòî÷íàÿ äèñêðèìèíàöèÿ ìàëà, òî íå èìååò ñìûñëà
äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ÀÄÔ. Ïîëó÷åííàÿ ñòàòèñòèêà íîñèò
íàçâàíèå "Ñòàòèñòèêà Óèëêñà"è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
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Λ =

g∏
i=k+1

(
1

1 + λi
) (12)

ãäå k?�?÷èñëî âû÷èñëåííûõ ôóíêöèé. ×åì ìåíüøå ýòà ñòàòèñòèêà,
òåì çíà÷èìåå ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ.

Âåëè÷èíà: χ2 = −(p − (n+g
2
− 1) · ln Λk, k = 0, 1, ...g − 1 èìååò

õè�êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ (n− k) (g − k − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
- Íàõîäèì çíà÷åíèå êðèòåðèÿ χ2 ïðè k=0. Çíà÷èìîñòü êðèòåðèÿ ïîä-

òâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷èé ìåæäó ãðóïïàìè. Êðîìå òîãî, ýòî
äîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ çíà÷èìà è èìååò ñìûñë
åå âû÷èñëÿòü.

- Îïðåäåëÿåì ïåðâóþ äèñêðèìèíàíòíóþ ôóíêöèþ è ïðîâåðÿåì çíà÷è-
ìîñòü êðèòåðèÿ ïðè k = 1. Åñëè êðèòåðèé çíà÷èì, òî âû÷èñëÿåì âòîðóþ
äèñêðèìèíàíòíóþ ôóíêöèþ è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
áóäåò èñ÷åðïàíà âñÿ çíà÷èìàÿ èíôîðìàöèÿ.

Ïðîöåäóðû êëàññèôèêàöèè.
Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó èíòåðïðåòàöèè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ

îïðåäåëåíèåì ÷èñëà è çíà÷èìîñòè äèñêðèìèíàíòíûõ ôóíêöèé è ñ âûÿñ-
íåíèåì èõ çíà÷åíèÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó êëàññàìè. Êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ýòî îñîáàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ëèáî äèñêðèìèíàíòíûå ïåðå-
ìåííûå, ëèáî êàíîíè÷åñêèå äèñêðèìèíàíòûå ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ïðåäñêàçàíèÿ êëàññà, ê êîòîðîìó íàèáîëåå âåðîÿòíî ïðåíàäëåæèò íåêî-
òîðûé îáúåêò. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîöåäóð êëàññèôèêàöè, íî âñå îíè
ñðàâíèâàþò ïîëîæåíèå îáúåêòà îòíîñèòåëüíî öåòðîèäîâ âñåõ êëàññîâ.

Êëàññèôèöèðóþùèå ôóíêöèè.
Ìåòîäû êëàññèôèêàöèè îáû÷íî òðåáóþò îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ "ðàñ-

ñòîÿíèÿ"ìåæäó îáúåêòîì è êàæäûì öåíòðîèäîì ãðóïïû è îòíåíñåíèÿ
åãî ê áëèæàéøåé ãðóïïå. Ïðè ýòîì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåäóöèðîâàí-
íîå ïðîñòðàíñòâî êàíîíè÷åñêèõ äèñêðåìèíàíòíûõ ôóíêöèé èëè èñõîä-
íîå ïðîñòðàíñòâî äèñêðèìèíàíòíûõ ïåðåìåííûõ (ïðåäèêòîðîâ). Â ýòîì
ñëó÷àå îïèñàííûé âûøå äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç ìîæåò âîîáùå íå èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ.

Ïðîñòûå êëàññèôèöèðóþùèå ôóíêöèè.
Ïåðâûé êëàññèôèêàòîð íà îñíîâå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äèñêðèìè-

íàíòíûõ ïåðåìåííûõ ïðèäëîæèë Ôèøåð (1936). Îí ïðåäëîæèë ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò ðàçëè÷èå ìåäó êëàññàìè è ìèíè-
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ìèçèðóåò äèñïåðñèþ âíóòðè êëàññîâ. Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóåòñÿ ëèíåé-
íàÿ êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà. Îíà èìååò ñëåäó-
þùèé âèä:

hk = bk0 + bk1x1 + ...+ bknxn (13)

ãäå hk -çíà÷åíèå ôóíêöèè äëÿ êëàññà k, à bki-êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå
íóæíî îïðåäåëèòü.

Îáúåêò îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì hk. Êîýôôèöè-
åíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëóäóþùèì îáðàçîì:

bki = (p− g)
n∑
j=1

aij xjk , (14)

ãäå bki- êîýôôèöèåíò äëÿ ïåðåìåííîé i â âûðàæåíèè , ñîîòâåñòâóþùå-
ìó êëàññó k, à aij -ýëåìåíò ìàòðèöû îáðàòíîé ê âíóòðèãðóïïîé ìàòðèöå
ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé W . Ïîñòîÿííûé ÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

bk0 = −0.5
n∑
j=1

aij xjk , (15)

Êîýôôèöèåíòû êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèè îáû÷íî íå èíòåðïðèòè-
ðóþòñÿ, ïîòîìó ÷òî îíè íå ñòàíäàðòèçîâàíû è êàæäîìó êëàññó ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâîÿ ôóíêöèÿ. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íå èìååò çíà÷åíèÿ âàæ-
íî òîëüêî îïðåäåëèòü íàèáîëüøóþ ôóíêöèèþè îòíåñòè îáúåêò ê êëàññó,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ýòà íàèáîëüøàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèè âèäà (13) íà-
çûâàþòñÿ "ïðîñòûìè êëàññèôèöèðóþùèìè ôóíêöèÿìè"ïîòîìó,÷òî îíè
ïðåäïîëîãàþò ëèøü ðàâåíñòâî ãðóïïîâûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö è íå
òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ.

Îáîáùåííûå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ è êëàññèôèêàöèÿ íà èõ
îñíîâå.

Âûáîð ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè äëÿ êëàññèôèêàöèè
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå î÷åâèäíûì ñïîñîáîì ââåäåíèÿ ìåðû ñõîäñòâà äëÿ âåê-
òîðîâ îáúåêòîâ, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê òî÷êè â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå ìåðû ñõîäñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè. ×åì ìåíüøå ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè,
òåì áîëüøå ñõîäñòâî. Îäíàêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïåðåìåííûå êîððåëè-
ðîâàíû, èçìåðåíû â ðàçíûõ åäèíèöàõ è èìåþò ðàçëè÷íûå ñòàíäàðòíûå
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îòêëîíåíèÿ, òðóäíî ÷åòêî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå "ðàññòîÿíèÿ". Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîëåçíåå ïðèìåíèòü íå åâêëèäîâîå ðàññòîÿíèå, à âûáîðî÷íîå ðàññòî-
ÿíèå Ìàõàëàíîáèñà:

D
2(x/Gk) = (p− g) ·

n∑
i=1

n∑
j=1

aij ( xi−Xik. ) ( xj −Xjk. ) , k = 1, ..., g (16)

ãäå D2(x|Gk) -êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî öåíòðîèäà êëàññà k.
Â ìàòðè÷íîé çàïèñè èìååì:

D2(x|Gk) = (p− g) · (X −Xk)
T
W−1 (X −Xk ), k = 1, ..., g (17)

ãäåX -îáúåêò(òî÷êà) ñ n êîîðäèíàòàìè,Xk -âåêòîð ñðåäíèõ äëÿ òî÷åê
k-îé ãðóïïû.

Åñëè âìåñòî W èñïîëüçîâàòü îöåíêó âíóòðèãðóïïîâîé êîâàðèàöèîí-

íîé ìàòðèöû
∗
Σ = W/(p− g), òî ïîëó÷èì:

D2(x|Gk) = (X −Xk)
T

∗
Σ−1 (X −Xk ), k = 1, ..., g (18)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ, îáúåêò îòíîñÿò ê òîé ãðóï-
ïå, äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå D2 íàèìåíüøåå.

Îòíîñÿ îáúåêò ê áëèæàéøåìó êëàññó â ñîîòâåòñòâèè ñ D2, ìû íåÿâ-
íî ïðèïèñûâàåì åãî ê òîìó êëàññó, äëÿ êîòîðîãî îí èìååò íàèáîëüøóþ
âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè Pr(x|Gk). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëþáîé
îáúåêò äîëæåí ïðèíàäëåæàòü îäíîé èç ãðóïï, òî ìîæíî âû÷èñëèòü âå-
ðîÿòíîñòü åãî ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ëþáîé èç ãðóïï:

Pr(Gk |x) =
Pr(x|Gk)
g∑
i=1

Pr(x|Gi)

(19)

Îáúåêò ïðèíàäëåæèò ê òîé ãðóïïå, äëÿ êîòîðîé àïîñòåðèîðíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü Pr(Gk |x) ìàêñèìàëüíà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî èñïîëüçîâàíèþ íàè-
ìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ.
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Äî ñèõ ïîð ïðè êëàññèôèêàöèè ïî D2 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî àïðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ãðóïï îäèíàêîâû. Äëÿ ó÷åòà àïðèîðíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü ðàññòîÿíèå , âû÷èòàÿ èç âûðàæåíèé
(16-18) óäâîåííóþ âåëè÷èíó íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà îò àïðèîðíîé âå-
ðîÿòíîñòè qk. Òîãäà, âìåñòî âûáîðî÷íîãî ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà (18),
ïîëó÷èì:

D
2
q(x|Gk) = (X−Xk )T

∗
Σ

−1 (X−Xk )−2 ln(qk) (20)

Ýòî èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè èäåíòè÷íî óìíîæåíèþ âå-
ëè÷èíû Pr(x|Gk) íà àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü ãðóïïû qk.

Îòìåòèì, òîò ôàêò, ÷òî àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè îêàçûâàþò íàèáîëü-
øåå âëèÿíèå ïðè ïåðåêðûòèè ãðóïï è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãèå îáúåêòû
ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ìîãóò ïðèíàäëåæàòü êî ìíîãèì ãðóïïàì. Åñëè
ãðóïïû ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, òî ó÷åò àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðàêòè÷å-
ñêè íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò êëàññèôèêàöèè, ïîñêîëüêó ìåæäó êëàññàìè
áóäåò íàõîäèòüñÿ î÷åíü ìàëî îáúåêòîâ.

Îòáîð äèñêðèìèíàíòíûõ ïåðåìåííûõ
×àñòî ïðè êëàññèôèêàöèè ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðîáëåìîé îòáîðà äèñêðè-

ìåíàíòíûõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà îòáîðà ïåðåìåííûõ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòáîðà. Íå â äàâàÿñü â òåõíèêó
ýòîé ïðîöåäóðû ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ åå ðåàëèçàöèè òðåáóåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé îòáîðà. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî
ìíîãî òàêèõ êðèòåðèåâ: Λ - ñòàòèñòèêà Óèëêñà (ðàññìàòðèâàëàñü íàìè
âûøå), V -ñòàòèñèêà Ðàî, êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà ìåæäó áëè-
æàéøèìè ñîñåäÿìè, ìåæãðóïïîâàÿ F -ñòàòèñèêà, ìèíèìèçàöèÿ îñòàòî÷-
íîé äèñïåðñèè è íåêîòîðûå äðóãèå. Ïðèâåäåì íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ
ïî ïîëó÷åíèþ è èñïîëüçîâàíèþ V -ñòàòèñèêè Ðàî

V�ñòàòèñòèêà Ðàî.
Ðàî, ïðèìåíÿÿ ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà, ïîñòðîèë ñòàòèñòèêó, êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé îáùåãî ðàçäåëåíèÿ êëàññîâ.
Ýòà ìåðà, èçâåñòíàÿ êàê V �ñòàòèñòèêà Ðàî, èçìåðÿåò ðàññòîÿíèÿ îò

êàæäîãî öåíòðîèäà ãðóïïû äî ãëàâíîãî öåíòðîèäà ñ âåñàìè, ïðîïîðöè-
îíàëüíûìè îáúåìó âûáîðêè ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû. Îíà ïðèìåíèìà
ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå êëàññîâ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåçûH0 : µ1 = ... = µg î ðàâåíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ
âñåõ êëàññîâ. Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, à îáúåìû âûáîðîê pi ñòðåìÿòñÿ ê
∞ , òî ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû V ñòðåìèòñÿ ê χ2 n(g − 1) ñ ñòåïåíÿìè
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ñâîáîäû. Åñëè íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà χ2 > χ2
1−α(n(g − 1)), òî ãèïîòå-

çà H0 îòâåðãàåòñÿ. V �ñòàòèñòèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå â
ìàòðè÷íîì âèäå:

V =

g∑
k=1

nk (Xk −X )T
∗

Σ−1 (Xk −X ) (21)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âêëþ÷åíèè èëè èñêëþ÷åíèè ïåðåìåííûõ V �ñòàòèñòèêà
èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè�êâàäðàò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíûì
g− 1, óìíîæåííîå íà ÷èñëî ïåðåìåííûõ, âêëþ÷åííûõ (èñêëþ÷åííûõ) íà
ýòîì øàãå. Åñëè èçìåíåíèå ñòàòèñòèêè íå çíà÷èìî, òî ïåðåìåííóþ ìîæ-
íî íå âêëþ÷àòü. Åñëè ïîñëå âêëþ÷åíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé V �ñòàòèñòèêà
îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âêëþ÷åííàÿ ïåðåìåí-
íàÿ óõóäøàåò ðàçäåëåíèå öåíòðîèäîâ.

Êëàññèôèêàöèîííàÿ ìàòðèöà
Òàê êàê LDA ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð ñ ó÷è-

òåëåì, òî ïðèìåíèâ åãî ê îáúåêòàì íà êîòîðûõ ñòðîèëîñü ïðàâèëî êëàñ-
ñèôèêàöèè ìîæíî îöåíèòü ïî äîëå ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàííûõ îáú-
åêòîâ òî÷íîñòü ïðîöåäóðû êëàññèôèêàöè. Îáû÷íî ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ
òàáëèöà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êëàññôèêàöèîííîé ìàòðèöåé K. Ñòðîêè
ýòîé ìàòðèöû èñõîäíûå êëàññû, ñòîëáöû ïðåäïîëîãàåìûå êëàññû. Òîãäà
ìàòðèöà K ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè gxg, â êîòîðîé äèà-
ãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñîäåðæàò êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàí-
íûõ îáúåêòîâ à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû ÷èñëó îøèáî÷íûõ êëàññèôè-
êàöèé. Íà îñíîâå ýòîé èíôîðìàöèè âû÷èñëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè
õàðàêòåðåçóþùèå êà÷åñòâî ðàáîòû êëàññèôèêàòîðà. Ïðè ýòîì ÷àñòî âñå
îáúåêòû äåëÿòñÿ íà îñíîâå ðàíäîìèçîâàííûõ ìåòîäîâ íà îáó÷àþùóá âû-
áîðêó è òåñòîâóþ. Íà îáó÷àþùåé ñòðîèòñÿ êëàññèôèêàöèîííûå ïðàâè-
ëà, à íà òåñòîâîé îöåíèâàåòñÿ êà÷åñòâî ýòèõ ïðàâèë â ÷àñòíîñòè èìåííîé
äëÿ òåñòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðîèòñÿ è èññëåäóåòñÿ êëàññèôèêàöè-
îííàÿ ìàòðèöà.

originalsource1
originalsource2
Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà LDA íà Python è R.
Íà python è R èìåþòñÿ ïàêåòû, ðåàëèçóþùèå ìåòîä LDA. Ðàññìîòðèì

ïðèìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëÿåìîãî ñîêðàùå-
íèÿ ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî îïèñàíèÿ è ïàðàëëåëüíî çàäà÷è êëàññèôèêà-
öèè ñ ó÷èòåëåì. Äëÿ python â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçóåì äâà
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íàáîðà. Ïåðâûé èçâåòíûå âñåì äàííûå î èðèñàõ, â êîòîðûõ ìû äëÿ íà-
ãëÿäãîñòè ïåðåøëè îò èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ç 4-ìåðíîé ðàçìåðíîñòè ê
3-ìåðíîé, óäàëèâ èç ðàññìîòðåíèÿ îäèí èõ ïðåäèêòîðîâ(äèñêðåìåíàíòíûõ
ïåðåìåííûõ). Âòîðîé íàáîð ýòî óæå èñïîëüçîâàâøèåñÿ ðàíåå äàííûå î
ðîññèéñêèõ ðåãèíîâ, äëÿ êîòîðûõ àïðèîðè çàäàíî òðè òèïà ýêîíîìèêè:
AT -àãðàðíîòîðãîâûé, P-ïðîìûøëåííûé, D-äîáûâàþùèé.

Íèæå ïðèâåäåí êîä python äëÿ âòîðîãî íàáîðà äàííûõ (äëÿ ïåðîãî
íàáîðà êîä àíàëîãè÷åí,îí îòëëè÷àåòñÿ òîëüêî â ÷àñòè ââîäà äàííûõ )

```python
from pandas import Series, DataFrame
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from sklearn import datasets
from sklearn.decomposition import PCA
from sklearn.discriminant_analysis import LinearDiscriminantAnalysis

result =pd.read_table('dan04.txt',sep='\s+')
print(result)
clnam=['AT','P','D']
target_names =np.array (clnam)

y=result['P18']
X =DataFrame(result , columns=['P10','P11','P14'])
y=np.array(y)
X=np.array (X)

SUMX=X[:,0] +X[:,1] + X[:,2]
X[:,0] =X[:,0] /SUMX
X[:,1] =X[:,1] /SUMX
X[:,2] =X[:,2] /SUMX

X1=DataFrame(X,columns=['P10','P11','P14'] )
classy=DataFrame(y, columns=['Class'])
XX = X1.join(classy)

XI1=XX.query("Class in [0]")
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XI2=XX.query("Class in [1]")
XI3=XX.query("Class in [2]")

XI1 =DataFrame(XI1, columns=['P10','P11','P14'])
XI1=np.array (XI1)
XI2 =DataFrame(XI2, columns=['P10','P11','P14'])
XI2=np.array (XI2)
XI3 =DataFrame(XI3, columns=['P10','P11','P14'])
XI3=np.array (XI3)

lda = LinearDiscriminantAnalysis(n_components=2,
store_covariance = True)

X_r2 = lda.fit(X, y).transform(X)

print ('======= ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ======================')
coefd=lda.coef_
print (lda.coef_)
print ('============================================')
#print( lda.covariance_)
#print( lda.explained_variance_ratio_)

print ('=======ÈÑÕÎÄÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ 3D ==========')
print ('=======ÖÅÍÒÐÎÈÄÛ ÊËÀÑÑÎÂ =================')
centroid =lda.means_
print( lda.means_)
print (============================================')

print ('=======ÃËÀÂÍÛÉ ÖÅÍÒÐÎÈÄ ==================')
Gcentr=lda.xbar_
print(lda.xbar_)
print ('===========================================')
centr2D=lda.scalings_
#print(lda.scalings_)

D2mean01 =np.mean(X_r2[y == 0, 0])
D2mean02 =np.mean(X_r2[y == 0, 1])
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D2mean11 =np.mean(X_r2[y == 1, 0])
D2mean12 =np.mean(X_r2[y == 1, 1])

D2mean21 =np.mean(X_r2[y == 2, 0])
D2mean22 =np.mean(X_r2[y == 2, 1])

print ('=== ÐÅÄÓÖÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ 2D ======')

print ('=======ÖÅÍÒÐÎÈÄÛ ÊËÀÑÑÎÂ================')
print(D2mean01,D2mean02 )
print(D2mean11,D2mean12 )
print(D2mean21,D2mean22 )
print ('==========================================')

#ïîñòðîåíèå èñõîäíîãî ãðàôèêà 3 D
fig = plt.figure(1, figsize=(12, 10))
ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')

xs1 = XI1[:,0]
ys1 = XI1[:,1]
zs1 = XI1[:,2]

xs2 = XI2[:,0]
ys2 = XI2[:,1]
zs2 = XI2[:,2]

xs3 = XI3[:,0]
ys3 = XI3[:,1]
zs3 = XI3[:,2]

ax.scatter(xs1, ys1, zs1,c='g', alpha=0.3, cmap=plt.cm.nipy_spectral,
edgecolor='k',s=80,label= target_names [0])
ax.scatter(xs2, ys2, zs2,c='r',alpha=0.3, cmap=plt.cm.nipy_spectral,
edgecolor='k',s=80,label= target_names [1])
ax.scatter(xs3, ys3, zs3,c='b',alpha=0.3, cmap=plt.cm.nipy_spectral,
edgecolor='k',s=80,label=target_names [2])
ax.scatter(Gcentr[0], Gcentr[ 1] ,Gcentr[ 2], marker='o',
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c='black', alpha=0.9, s=500, edgecolor='k')
ax.scatter(centroid[:, 0], centroid[:, 1], centroid[:, 2],marker='o',
c=['g', 'r','b'],alpha=0.9, s=400, edgecolor='k')

#for i, c in enumerate(centroid):
#print(str(i) + '-îå çíà÷åíèå ðàâíî ' + str(c))
#ax.scatter(c[0], c[1], c[2], marker='$%d$' % i, alpha=1,

#s=250, edgecolor='k')
ax.text(centroid[2, 0],centroid[2, 1],centroid[2, 2]+0.05,
'Öåíòðîèä 3',fontsize=12, fontweight='bold')
ax.text(centroid[1, 0],centroid[1, 1],centroid[1, 2]+0.05,
'Öåíòðîèä 2',fontsize=12, fontweight='bold')
ax.text(centroid[0, 0],centroid[0, 1],centroid[0, 2]+0.05,
'Öåíòðîèä 1',fontsize=12, fontweight='bold')
ax.text(Gcentr[0],Gcentr[1],Gcentr[2] +0.06,
'Ãëàâíûé öåíòðîèä',fontsize=12, fontweight='bold')
ax.set_title("Êëàññû îáúåêòîâ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå 3D",
fontsize=16, fontweight='bold')
ax.set_xlabel('P10',fontsize=14, fontweight='bold')
ax.set_ylabel('P11',fontsize=14, fontweight='bold')
ax.set_zlabel('P14',fontsize=14, fontweight='bold')
ax.legend(loc="best")

plt.figure(2,figsize=(12, 10))
colors = ['g', 'r', 'b']
lw = 2

for color, i, target_name in zip(colors, [0, 1, 2], target_names):
plt.scatter(X_r2[y == i, 0], X_r2[y == i, 1], alpha=.8, color=color,

label=target_name)
plt.scatter(D2mean01, D2mean02, marker='o',
c='g', alpha=0.9, s=400, edgecolor='k')
plt.scatter(D2mean11, D2mean12, marker='o',
c='r', alpha=0.9, s=400, edgecolor='k')
plt.scatter(D2mean21, D2mean22, marker='o',
c='b', alpha=0.9, s=400, edgecolor='k')
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plt.scatter(0.0, 0.0, marker='o',
c='black', alpha=0.8, s=600, edgecolor='k')

plt.text(D2mean21+0.2,D2mean22+0.2,'Öåíòðîèä 3',
fontsize=14, fontweight='bold')
plt.text(D2mean11+0.2,D2mean12+0.2,'Öåíòðîèä 2',
fontsize=14, fontweight='bold')
plt.text(D2mean01-0.4,D2mean02+0.2,'Öåíòðîèä 1',
fontsize=14, fontweight='bold')
plt.text(-0.8,0.2,'Ãëàâíûé öåíòðîèä',
fontsize=14, fontweight='bold')
plt.legend(loc='best', shadow=False, scatterpoints=1)
plt.title('Êëàññû îáúåêòîâ â ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòå 2D',
fontsize=14, fontweight='bold' )
plt.xlabel('Êàíîíè÷åñêàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ f1',
fontsize=12, fontweight='bold')
plt.ylabel('Êàíîíè÷åñêàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ f2',
fontsize=12, fontweight='bold')
plt.show()

```

Ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðâîãî íàáîðà äàííûõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ðèñ.2,3):
Ïî âòîðîìó íàáîðó íàííûõ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (ðèñ.4,5):
Ïðèìåð ðåàëèçàöèè LDA íà R ñâÿçàí ñî âòîðûì íàáîðîì äàííûõ è

çäåñü ìû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðåàëèçîâàëè ðåøåíèå çàäà÷è êëàññèôèêà-
öèè, ðàññ÷èòàâ òàáëèöó ñîïðÿæåííîñòè (êëàññèôèêàöèîííàÿ ìàòðèöà).

Ïðåäëîãàåì Âàøåìó âíèìàíèþ ñëåäóþùèé ñêðèïò íà R:

```r
library(openxlsx)
library(gmodels)
library(lattice)
library(vegan)
library(grDevices)
library(reshape2)
library(ggplot2)
library(ggthemes)
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Ðèñ. 2: Äàííûå â èñõîäíîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 1
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Ðèñ. 3: Äàííûå â ðåäóöèðîâàííîì äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

#ÇÀÃÐÓÇÊÀ ÈÇ EXSEL ÏÅÐÂÈ×ÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ
N=1 # íîìåð ëèñòà ñ äàííûìè
x <-read.xlsx("D:/Machine learning/DATA/Region_Data5.xlsx", sheet = N)
#x

#ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ data.frame ÎÑÍÎÂÍÛÅ
ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÐÅÃÈÎÍÎÂ ÐÔ
xreg <-data.frame(P1=x$Pok_001,P2=x$Pok_002,
P3=x$Pok_003,P4=x$Pok_004,
P5=x$Pok_005,P6=x$Pok_006,P7=x$Pok_007,
P8=x$Pok_008,P9=x$Pok_009,P10=x$Pok_010,
P11=x$Pok_011,P12=x$Pok_012,P13=x$Pok_013,
P14=x$Pok_014,P15=x$Pok_015,P16=x$Pok_016,
P17=x$Pok_017,P18=x$Pok_018)
#xreg
#Ôîðìèðîâàíèå ôàêòîðà òèï ýêîíîìèêè ðåãèîíà
xreg_f <- as.factor(x$Pok_018)

#âûáîð èññëåäóåìîãî ïîäìíîæåñòâà ïîêàçàòåëåé ðåãèîíîâ
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Ðèñ. 4: Äàííûå â èñõîäíîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 1
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Ðèñ. 5: Äàííûå â ðåäóöèðîâàííîì äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
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wpd=c(10,11)
wat=c(14,16)
reg_at <-xreg[,wat]
sum_at <-rowSums(reg_at)
reg.pd <-xreg[,wpd]
sum_pd <-rowSums(reg.pd)
sum_ob <-sum_at+sum_pd
xat_nor <-sum_at/sum_ob
xpd_nor <-reg.pd/sum_ob
xreg_nor <-cbind(xat_nor,xpd_nor)
Y <-xreg_nor

#Ìåòîä LDA
library(MASS)
y.lda <-Y
y.train = sample(1:81, 60)
y.lda <-cbind(y.lda,xreg_f)
Rezul.lda <- lda(xreg_f ~ ., y.lda,prior = c(1,1,1)/3,subset = y.train)
Rezul.lda

ypred=predict(Rezul.lda, y.lda [-y.train,])$class
ytest=y.lda [-y.train,4]
CrossTable(x=ytest,y=ypred,prob.chisq = FALSE)

newdat <- predict(Rezul.lda,y.lda)
#newdat$x

y.lda_dr <-data.frame(newdat$x,xreg_f)
newdan1 =subset(y.lda_dr,xreg_f=='AT')
newdan2 =subset(y.lda_dr,xreg_f=='P')
newdan3 =subset(y.lda_dr,xreg_f=='D')
centroid1=sapply(newdan1[,-3],mean)
centroid2=sapply(newdan2[,-3],mean)
centroid3=sapply(newdan3[,-3],mean)
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print('Öåíòðîèä 1')
print(centroid1)
print('Öåíòðîèä 2')
print(centroid3)
print('Öåíòðîèä 3')
print(centroid2)

#Ãðàôèê ðåãèîíîâ ïî êëàññàì â äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 2D
x11()
g4 <-ggplot(data= y.lda_dr[,-3], aes(x=LD1,y=LD2,colour = xreg_f),
colors = "Accent")
g4 <-g4 +geom_point(size=4)
g4 <-g4 +geom_point(aes(x=centroid1[1],y=centroid1[2]), size=8,color='red')
g4 <-g4 +geom_point(aes(x=centroid2[1],y=centroid2[2]), size=8,color='blue')
g4 <-g4 +geom_point(aes(x=centroid3[1],y=centroid3[2]), size=8,color='green')
g4 <-g4 +geom_point(aes(x=0.0,y=0.0), size=8,color='black')
g4 <-g4 +labs(title ="Ðåãèîíû â ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå 2D",
x="Êàíîíè÷åñêàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ 1",
y="Êàíîíè÷åñêàÿ äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ 2",colour = "Êëàññû")
g4 <-g4 +geom_text(aes(label='Ãëàâíûé öåíòðîèä'),size =6,
color='black',x=0.0+0.2,y=0.0+0.3)
g4 <-g4 +geom_text(aes(label='Öåíòðîèä 1'),size =6, color='red',
x=centroid1[1]-0.2,y=centroid1[2]+0.5)
g4 <-g4 +geom_text(aes(label='Öåíòðîèä 2'),size =6, color='chartreuse4',
x=centroid3[1]-0.5,y=centroid3[2]+0.35)
g4 <-g4 +geom_text(aes(label='Öåíòðîèä 3'),size =6, color='blue',
x=centroid2[1],y=centroid2[2]+0.35)
g4 <-g4 + theme(text=element_text(size=16, family="serif"))
#g4 <-g4 + theme_fivethirtyeight() + scale_color_fivethirtyeight()
#g4 <-g4 + theme_stata() + scale_colour_stata()c
g4

```

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñêðèïòà (ðèñ. 6,7):
Êëàññèôèêàöèîííàÿ ìàòðèöà ðàñ÷èòûâàëàñü íà òåñòîâîé ÷àñòè äàí-

íûõ (21 ðåãèîí), à ìîäåëü ñòðîèëàñü íà îáó÷àåìîé ÷àñòè (60 ðåãèîíîâ).
Â òåñòå èç 21 ðåãèîíà ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàíû 18 ðåãèîíîâ (87 ïðî-
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Ðèñ. 6: Äàííûå â ðåäóöèðîâàííîì äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
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Ðèñ. 7: Ðàñ÷åòíûå äàííûå

öåíòîâ). Ïðîöåäóðà êîíòðîëèðóåìîãî óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè LDA, êàê
âèäíî ãðàôè÷åñêè, äîâîëüíî ýôôåêòèâíà. Îíà íà íàøèõ äàííûõ ñîõðà-
íÿåò âçàìíîå ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ â êàæäîì êëàññå è ìåæäó êëàññà-
ìè, ÷òî õîðîøî âèäíî ïî ðàñïîëîæåíèþ öåíòðîèäîâ â ðåäóöèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå 2D. Ïðè ýòîì äâå ïåðâûå êàíîíè÷åñêèå äèñêðèìèíàíòíûå
ôóíêöèè áåðóò ïî÷òè âñå 100 ïðîöåíòîâ îáùèõ äèñêðèìèíàíòíûõ âîç-
ìîæíîñòåé. Ýòî ãîâîðèò, ÷òî èñõîäíûå ïðåìåííûå ñèëüíî êîððåëèðîâà-
íû è îäíà èç íèõ ëèøíÿÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè íà âòîðîì
íàáîðå äàííûõ.
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