
Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ (NMF)
Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ - ýòî ñîâðåìåííûé àëãî-

ðèòì èçâëå÷åíèÿ ïðèçíàêîâ. NMF ïîëåçåí, êîãäà åñòü ìíîãî àòðèáóòîâ,
è àòðèáóòû íåîäíîçíà÷íû èëè èìåþò ñëàáóþ ïðåäñêàçóåìîñòü. Êîìáèíè-
ðóÿ àòðèáóòû, NMF ìîæåò ñîçäàâàòü íîâûå çíà÷èìûå ôóíêöèè, îïèñû-
âàþùèå èññëåäóåìûé îáúåêò. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ, ñîçäàííàÿ NMF, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èñõîäíîãî íàáîðà àòðèáóòîâ. Ó
êàæäîãî îáúåêòà åñòü íàáîð êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìåðîé
âåñà êàæäîãî àòðèáóòà îáúåêòà. Åñòü îòäåëüíûéêîýôôèöèåíò äëÿ êàæ-
äîãî ÷èñëîâîãî àòðèáóòà è äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî çíà÷åíèÿ êàæäîãî
êàòåãîðèàëüíîãî àòðèáóòà. Âñå êîýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû

Ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèöû

Ôàêòîðèçàöèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû èñïîëüçóåò ìåòîäû ìíîãî-
ìåðíîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé àëãåáðû. Îí ðàçëàãàåò äàííûå â âèäå ìàòðè-
öûM íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèöW è H áîëåå íèçêîãî ðàíãà Ïîäìàò-
ðèöàW ñîäåðæèò áàçèñ NMF; ïîäìàòðèöà H ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòû (âåñà).

Àëãîðèòì èòåðàòèâíî ìîäèôèöèðóåò çíà÷åíèÿ W è H òàê , ÷òî èõ
ïðîèçâåäåíèå ïðèáëèæàëîñü ê . Òî åñòü îïòèìèçèðóåòñÿ (ìèíèìèçèðóåò-
ñÿ) ðàññòîÿíèå d ìåæäó X è ìàòðè÷íûì ïðîèçâåäåíèåì WH. Íàèáîëåå
øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ - ýòî êâàäðàò íîðìû Ôðîáå-
íèóñà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ðàñøèðåíèåì åâêëèäîâîé íîðìû íà
ìàòðèöû:

dFro(X, Y ) =
1

2
‖X − Y ‖2Fro =

1

2

∑
i,j

(Xij − Yij)2 (1)

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà NMF èñïîëüçóþò ðåãóëÿðèçîâàííóþ öå-
ëåâóþ ôóíêöèþ:

dFro(X,WH)+αρ ‖W‖1+αρ ‖H‖1+
α(1− ρ)

2
‖W‖2Fro+

α(1− ρ)
2

‖H‖2Fro (2)

ãäå ρ ïàðàìåòð ñìåøèâàíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè, α êîíñòàíòà ðåãóëÿðèçà-
öèè, ‖.‖1 ïîýëåìåíòíàÿ íîðìà. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (2) ìèíèìèçèðóåòñÿ ñ
ïîïåðåìåííîé ìèíèìèçàöèåé W è H.

Àëãîðèòì NMF äîëæåí áûòü èíèöèàëèçèðîâàí íà÷àëüíûì ÷èñëîì,
÷òîáû óêàçàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó äëÿ èòåðàöèé. Èç-çà áîëüøîé ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà îáðàáîòêè è îòñóòñòâèÿ àëãîðèòìà ãëîáàëüíîé ìèíè-
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ìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíèöèàëèçàöèÿ ìîæåò èìåòü ðåøàþùåå çíà-
÷åíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ. ×àñòî èñïîëüçóþò ñëó÷àé-
íîå íà÷àëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå èíèöèàëèçèðóåò çíà÷åíèÿ W è H íà îñíîâå
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä õîðîøî ðàáîòàåò â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôàêòîðèçàöèÿ (NMF) ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ â êà÷åñòâå ýòàïà ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äëÿ óìåíüøåíèÿ
ðàçìåðíîñòè ïðè êëàññèôèêàöèè, ðåãðåññèè, êëàñòåðèçàöèè è äðóãèõ çà-
äà÷àõ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ. Îöåíêà ìîäåëè NMF ïðîèç-
âîäèò ïðîåêöèè äàííûõ â íîâîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé. Âåëè÷èíà ïðî-
åêöèè ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñèëüíî çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò îáúåêòó. Àë-
ãîðèòì NMF ñîõðàíÿåò áîëüøóþ ÷àñòü ñòðóêòóðû èñõîäíûõ äàííûõ è
ãàðàíòèðóåò, ÷òî è áàçèñ, è âåñà íåîòðèöàòåëüíû. Àëãîðèòì çàâåðøà-
åòñÿ, êîãäà îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ñõîäèòñÿ èëè äîñòèãàåòñÿ çàäàííîå
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà NMF íà python
Äëÿ ðà÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü äàííûé î Ðîññèéñêèõ ðåãèîíàõ. Â python

ðåàëèçàöèè èñõîäíûì áûëî 3D ïðîñòðàíñòâî, ðåãèîíû ðàçìå÷åíû íà òðè
êëàññà.

Â sklearn.decomposition.NMF ìû çàäàåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû n.components
= 2 êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò äëÿ êîëëåêòîðà (ðàçìåðíîñòü âûõîäíîãî ðå-
äóöèðóåìîãî ïðîñòðàíñòâà), init='random' íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíàÿ
ìàòðèöà, ìàñøòàáèðóåìàÿ ñ ïîìîùüþ:

√
Xmean/n.components , random.state=0

-íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë äëÿ âîñïðîèçâîäèìî-
ñòè ðåçóëüòàòîâ îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ïðèíèìàþòñÿ ïî óìîë÷àíèþ

Êîä python :

`` python

from sklearn.decomposition import NMF

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import numpy as np

import scipy.stats as st

import matplotlib.pyplot as plt

from pandas import Series, DataFrame

import pandas as pd

result =pd.read_table('dan04.txt',sep='\s+')

print(result)
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y=result['P18']

X =DataFrame(result, columns=['P10','P11','P14'])

y=np.array(y)

X=np.array (X)

SUMX=X[:,0] +X[:,1] + X[:,2]

X[:,0] =X[:,0] /SUMX

X[:,1] =X[:,1] /SUMX

X[:,2] =X[:,2] /SUMX

#îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè

print('Îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè ïðåäèêòîðîâ')

for num in range(3) :

print('Íîìåð ïåðåìåííîé: %.0f' %num)

print('÷èñëî ýëåíòîâ ìàññèâà =',len(X[:,num]))

print('ñðåäíåå çíà÷åíèå =',np.mean(X[:,num]))

print('ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå =',np.std(X[:,num]))

print('ìèí ìàõ =',np.min(X[:,num]), np.max(X[:,num]))

#ïîñòðîåíèå èñõîäíîãî ãðàôèêà 3 D

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')

xs = X[:,0]

ys = X[:,1]

zs =X[:,2]

ax.scatter(xs, ys, zs,c=y, cmap=plt.cm.nipy_spectral,

edgecolor='k')

ax.set_title("Èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäèêòîðîâ")

ax.set_xlabel('X Label')

ax.set_ylabel('Y Label')

ax.set_zlabel('Z Label')

plt.show()

# Ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ , óìåíüøàþùåå ðàçìåðíîñòü äî 2

model = NMF(n_components=2, init='random',

random_state=0 )
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X_transformed = model.fit_transform(X)

H = model.components_

DimX=X_transformed.shape

print(DimX)

y = np.choose(y, [1, 2, 0]).astype(np.float)

plt.clf()

plt.cla()

plt.scatter(X_transformed[:, 0], X_transformed[:, 1],

c=y, cmap=plt.cm.nipy_spectral, edgecolor='k',s=120)

plt.title("Ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ìåòîäîì NMF")

plt.xlabel("NMF1")

plt.ylabel("NMF2")

plt.show()

```

Ãðàôè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñêðèïòà python:
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Ðèñ. 1: Ðåãèîíû â ðåäóöèðîâàííîì 2D ïðîñòðàíñòâå NMF ïðè
bandwidth=0.5
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