
Ìåòîäû âèçóàëèçàöèè è ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè
Ôîðìàëüíî çàäà÷à ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè äëÿ ýìïèðè÷åñêîé ìîäåëè

ñ îäíèì îòêëèêîì ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ñ ïðèåìëèìîé òî÷íîñòüþ
ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ïðåäèêòîðîâ X ðàçìåðíîñòè p × n â ìàòðèöó

Xdr ðàçìåðíîñòè p × 2 èëè ïîêðàéíåé ìåðå p × 3,÷òîáû îáåñïå÷èòü âîç-
ìîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî âèçóàëüíîãîã àíàëèçà èñõîäíûõ äàííûõ:

Ψ
dr :Xp×n → X

dr
p×m (1)

ãäå n >> m(m = 2, 3);dr îáîçíà÷àåò ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè (dimension
reduction).

Îòîáðàæåíèå (àëãîðèòì) (1) êàæäóþ ñòðîêó èñõîäíîé ìàòðèöû ðàç-
ìåðíîñòè n ïðåîáðàçóåò â ñòðîêó íîâîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè m â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûìè ïðàâèëàìè,êîòîðûå äîëæíû â ìàêñèìàëüíîé
ñòåïåíè ñîõðàíÿòü ñòðóêòóðó è çàêîíîìåðíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ. Ïðè
òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè êàæäàÿ ñòðîêà íîâîé ìàòðèöû ìîæåò èçîáðàæàòü-
ñÿ òî÷êîé â äâóõìåðíîì èëè òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî äîïóñêàåò
âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî âèçóàëüíîãî àíàëèçà èñõîäíûõ äàííûõ, íî
÷òîáû ýòîò àíàëèç áûë àäåêâàòíûì èñõîäíûì äàííûì àëãîðèòì ïðåõîäà
ê ìàëîé ðàçìåðíîñòè äîëæåò îòâå÷àòü îïðåäåëåííûì òðåáîâàíèÿì:

- Êàæäûé îáúåêò ñ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåêòîì
ñ ìàëîé ðàçìåðíîñòüþ - Ñîõðàíåíèå �ñîñåäñòâà� äâóõ îáúåêòîâ â ðàçíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ - Óäàëåííûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò îòëè÷àþùèìñÿ îáúåê-
òàì - Ìàñøòàáèðóåìîñòü

Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ìåòîäîâ ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè èñ-
õîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäèêòîðîâ ðàñìîòðèì íàèáîëåå èçâåñòíûå èç
íèõ.

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò PCA

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (àíãë. PrincipalComponentsAnalysis, PCA)
� îäèí èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü äàííûõ, ïîòå-
ðÿâ íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè. Èçîáðåòåí Ê. Ïèðñîíîì (àíãë.
KarlPearson) â 1901 ã. Ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê ðàñ-
ïîçíàâàíèå îáðàçîâ, êîìïüþòåðíîå çðåíèå, ñæàòèå äàííûõ è ò.ï. Âû÷èñ-
ëåíèå ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû èñõîäíûõ äàííûõ èëè
ê ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû äàííûõ. Èíîãäà ìåòîä ãëàâíûõ
êîìïîíåíò íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Êàðóíåíà-Ëîýâà (àíãë. Karhunen-
Loeve) èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Õîòåëëèíãà (àíãë. Hotelling transform).
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Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ PCA èñïîëüçåòñÿ ìàòðèöà ïðåäèêòîðîâ,
êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

X=

 x1,1 x1,2 ... x1,n

x2,1 x2,2 ... x2,n

xp,1 xp,2 ... xp,n

 (2)

Â ýòîé ìàòðèöå ∀ xi,j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïîëó-
÷åííîå â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ñîîòâåòñòóþùåãî ñâîéñòâà ó íåêîòîãî îáú-
åêòà â ìåòðè÷åñêîé øêàëå (øêàëå îòíîøåíèé). Âåäåì ñëåäóþùèå ìàòå-
ìàòè÷åñêè àáñòðàêöèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû ïðåäèê-
òîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòâåòñâóþùèé ïðèçíàê, çàäàâàåìûé â âèäå
çíà÷åíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè fj(x), j = 1, n. Òîãäà îáúåêòû áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñ èõ ïðèçíàêîâûìè îïèñàíèÿìè:Xi ≡ ( f1 (Xi ), ..., fn (Xi ) ), i =
1, n. Ñëåäîâàòåëüíî èìååì ìàòðèöó, ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ïðè-
çíàêîâûì îïèñàíèÿì îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå X = <n :

Fp×n =

 f1 (X1 ) ... fn (X1 )
... ... ...

f1 (Xp ) fn (Xp )

 =

 X1

...

Xp

 (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xdr
i = ( g1(Xi), ..., gm(Xi) ) ïðèçíàêîâûå îïèñàíèÿ

òåõ æå îáúåêòîâ â íîâîì ïðîñòðàíñòâåXdr = <m ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè,m <
n:

Gp×m =

 g1(X1) ... gm(X1)
... ... ...

g1(Xp) gm(Xp)

 =

 Xdr
1

...

Xdr
p

 (4)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû èñõîäíûå ïðèçíàêîâûå îïèñàíèÿ ìîæíî áûëî âîñ-
ñòàíîâèòü ïî íîâûì îïèñàíèÿì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ìàòðèöåé U = (ujs)n×m :

f ∗
j (X) =

m∑
s=1

gs(X) · ujs, j = 1, n(5)

èëè â âåêòîðíîé çàïèñè: X∗ = Xdr UT . Âîññòàíîâëåííîå îïèñàíèå
X∗ íå îáÿçàíî â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñ èñõîäíûì îïèñàíèåì X, íî èõ
îòëè÷èå íà îáúåêòàõ èñõîäíîé âûáîðêè äîëæíî áûòü êàê ìîæíî ìåíüøå
ïðè âûáðàííîé ðàçìåðíîñòè m. Áóäåì èñêàòü îäíîâðåìåííî è ìàòðèöó
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íîâûõ ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé G, è ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
U , ïðè êîòîðûõ ñóììàðíàÿ íåâÿçêà ∆2(G,U) âîññòàíîâëåííûõ îïèñàíèé
ìèíèìàëüíà:

∆
2(G,U) =

p∑
i=1

‖X∗
i −Xi‖2 =

p∑
i=1

∥∥Xdr
i ·UT −Xi

∥∥2
=
∥∥G ·UT −F

∥∥2 → min (6)
GU

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû G è U íåâûðîæäåíû: rankG =
rankU = m. Èíà÷å ñóùåñòâîâàëî áû ïðåäñòàâëåíèå G · UT = G ·UT ñ
÷èñëîì ñòîëáöîâ â ìàòðèöå Ḡ, ìåíüøèì m. Ïîýòîìó èíòåðåñíû ëèøü
ñëó÷àè, êîãäà m ≤ rankF .

Ðåøåíèå çàäà÷è

Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Åñëè m ≤ rankF , òî ìèíèìóì ∆2(G,U) äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ñòîëáöû

ìàòðèöû U åñòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû F T F , ñîîòâåòñòâóþùèå m ìàêñè-
ìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ïðè ýòîì G = FU , ìàòðèöû U è G
îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Çàïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà:{

∂ ∆2

∂ G
= (GUT −F )U = 0

∂ ∆2

∂ U
= GT (GUT −F ) = 0

(7)

Ïîñêîëüêó èñêîìûå ìàòðèöû G è U íåâûðîæäåíû, îòñþäà ñëåäóåò:{
G = F U (UT U )

−1

U = F T G (GT G )−1 (8)

Ôóíêöèîíàë ∆2(G,U) çàâèñèò òîëüêî îò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö GUT ,
ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è ∆2(GU )→ min

G,U
îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðî-

èçâîëüíîãî íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ R : GUT = GR(R−1 UT ).
Ðàñïîðÿäèìñÿ ñâîáîäîé âûáîðà R òàê, ÷òîáû ìàòðèöû UTU è GTG îêà-
çàëèñü äèàãîíàëüíûìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âñåãäà âîçìîæíî.

Ïóñòü
∗
G

∗
U

T

- ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå.

Ìàòðèöà
∗
U

T ∗
U ñèììåòðè÷íàÿ, íåâûðîæäåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Sm?m òàêàÿ, ÷òî
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S
−1 ∗
U

T ∗
U ( S

−1
)
T

= Im.

Ìàòðèöà S
T ∗
G

T ∗
G S ñèììåòðè÷íàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, ïîýòîìó ñóùå-

ñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Tm?m òàêàÿ, ÷òî

T (
T

S
T ∗
G

T ∗
G S )T = diag(λ1, ..., λm) ≡ Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïî

îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëüíîñòè T T T = Im.

ÏðåîáðàçîâàíèåR = ST íåâûðîæäåíî. ÏîëîæèìG =
∗
GR U

T
=R

−1 ∗
U

T

. Òîãäà

G
T
G= T (

T

S
T ∗
G

T ∗
G S )T = Λ

U
T
U = T

−1
( S

−1 ∗
U

T ∗
U ( S

−1
)
T

( T
−1

)
T

= ( T
T
T )

−1
= Im

Â ñèëóGU
T

=
∗
G

∗
U

T

ìàòðèöûG è U ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ∆2(GU )→
min
G,U

È óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ìèíèìóìà. Ïîäñòàâèì ìàò-

ðèöû G è U â (8) {
G= F U ( UT U )−1

U = F T G (GT G )−1 (9)

Áëàãîäàðÿ äèàãîíàëüíîñòè GTG è UTU ñîîòíîøåíèÿ (9) ñóùåñòâåííî
óïðîñòÿòñÿ: {

G= F U
U Λ = F T G

(10)

Ïîäñòàâèì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû (10) âî âòîðîå, ïîëó÷èì U Λ = F T F U
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû U îáÿçàíû áûòü ñîáñòâåííûìè âåê-
òîðàìè ìàòðèöû F TF , à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû λ1, ..., λm - ñîîòâåòñòâó-
þùèìè èì ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèâ âòîðîå ñîîòíîøåíèå â ïåðâîå, ïîëó÷èìG Λ = F F T G,
òî åñòü ñòîëáöû ìàòðèöû G ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè FF T , ñî-
îòâåòñòâóþùèìè òåì æå ñàìûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Ïîäñòàâëÿÿ G è U â ôóíêöèîíàë ∆2(G,U) , íàõîäèì:

∆
2 (G,U ) =

∥∥F −GU
T
∥∥2

= tr ( F
T −U G

T ) ( F −GU
T ) =
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tr F
T ( F −GU

T ) = tr F
T
F −tr F T

GU
T ) = ‖F ‖2−tr U Λ U

T =

‖F ‖2−trΛ =
∑n

j=1
λj −

∑m

j=1
λj −

∑n

j=m+1
λj,

ãäå λ1, ..., λn - âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû F T F . Ìèíèìóì

∆2 äîñòèãàåòñÿ, êîãäà λ1, ..., λm � íàèáîëüøèå m èç n ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Cîáñòâåííûå âåêòîðû u1, ..., um, îòâå÷àþùèå ìàêñèìàëüíûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, íàçûâàþò ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ñâîéñòâà

Ñâÿçü ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì
Åñëè m = n, òî ∆2 (GU ) = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå F =

GUT ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è ñîâïàäàåò ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì: F =
GUT = V DUT , åñëè ïîëîæèòü G = V D è ∆ = D2. Ïðè ýòîì ìàòðèöà V
îðòîãîíàëüíà: V TV = Im.

Åñëè m < n, òî ïðåäñòàâëåíèå F ≈ GUT ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûì.
Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû GUT ïîëó÷àåòñÿ èç ñèíãóëÿðíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ ìàòðèöû F ïóò¼ì îòáðàñûâàíèÿ (îáíóëåíèÿ) n?m ìèíèìàëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ïðåîáðàçîâàíèå Êàðóíåíà�Ëîýâà
Äèàãîíàëüíîñòü ìàòðèöû GTG = Λ îçíà÷àåò, ÷òî íîâûå ïðèçíàêè

g1, ..., gm íå êîððåëèðóþò íà îáúåêòàõ âûáîðêè. Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå U íàçûâàþò äåêîððåëèðóþùèì èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Êàðóíå-
íà�Ëîýâà. Åñëè m = n, òî ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âû÷èñëÿ-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîé è òîé æå ìàòðèöû U : F = GUT è G = FU .

Ýôôåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü
Ãëàâíûå êîìïîíåíòû ñîäåðæàò îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ î ìàòðèöå F .

×èñëî ãëàâíûõ êîìïîíåíò m íàçûâàþò òàêæå ýôôåêòèâíîé ðàçìåðíî-
ñòüþ çàäà÷è. Íà ïðàêòèêå å¼ îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû F TF óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî óáûâàíèþ: λ1 ≥
... ≥ λn ≥ 0. Çàäà¼òñÿ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ε ∈ [0, 1], äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê
íóëþ, è îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå m, ïðè êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìàòðèöû F íå ïðåâûøàåò ε:

E(m) =

∥∥GUT −F
∥∥2

‖F ‖2 =
λm+1 +...+ λn

λ1 +...+ λn
≤ ε
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Âåëè÷èíà E(m) ïîêàçûâàåò, êàêàÿ äîëÿ èíôîðìàöèè òåðÿåòñÿ ïðè
çàìåíå èñõîäíûõ ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé äëèíû n íà áîëåå êîðîòêèå îïè-
ñàíèÿ äëèíû m. Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò îñîáåííî ýôôåêòèâåí â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà E(m) îêàçûâàåòñÿ ìàëûì óæå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ m.
Åñëè çàäàòü ÷èñëî ε èç àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì, ïðèáåãàþò ê êðèòåðèþ ¾êðóòîãî îáðûâà¿. Íà ãðàôèêå E(m) îò-
ìå÷àåòñÿ òî çíà÷åíèå m, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðåçêèé ñêà÷îê: E(m−
1) >> E(m), ïðè óñëîâèè, ÷òî E(m) óæå äîñòàòî÷íî ìàëî.

Âèçóàëèçàöèÿ ìíîãîìåðíûõ äàííûõ

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíî-
ãîìåðíîé âûáîðêè äàííûõ íà äâóìåðíîì ãðàôèêå. Äëÿ ýòîãî ïîëàãàþò
m = 2 è ïîëó÷åííûå ïàðû çíà÷åíèé (g1(xi), g2(xi)),i = 1, ..., p íàíîñÿò
êàê òî÷êè íà ãðàôèê. Ïðîåêöèÿ íà ãëàâíûå êîìïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíåå èñêàæåííîé èç âñåõ ëèíåéíûõ ïðîåêöèé ìíîãîìåðíîé âûáîðêè íà
êàêóþ-ëèáî ïàðó îñåé. Êàê ïðàâèëî, â îñÿõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò óäà¼ò-
ñÿ óâèäåòü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè èñõîäíûõ äàííûõ, äàæå
íåñìîòðÿ íà íåèçáåæíûå èñêàæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñóäèòü î íà-
ëè÷èè êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð è âûáðîñîâ. Äâå îñè g1 è g2 îòðàæàþò ¾äâå
îñíîâíûå òåíäåíöèè¿ â äàííûõ. Èíîãäà èõ óäà¼òñÿ èíòåðïðåòèðîâàòü, åñ-
ëè âíèìàòåëüíî èçó÷èòü, êàêèå òî÷êè íà ãðàôèêå ÿâëÿþòñÿ ¾ñàìûìè ëå-
âûìè¿, ¾ñàìûìè ïðàâûìè¿, ¾ñàìûìè âåðõíèìè¿ è ¾ñàìûìè íèæíèìè¿.
Ýòîò âèä àíàëèçà íå ïîçâîëÿåò äåëàòü òî÷íûå êîëè÷åñòâåííûå âûâîäû
è îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñ öåëüþ ïîíèìàíèÿ äàííûõ.

Ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè è îãðàíè÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ìå-

òîäà

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò ïðèìåíèì âñåãäà. Ðàñïðîñòðàí¼ííîå óòâåð-
æäåíèå î òîì, ÷òî îí ïðèìåíèì òîëüêî ê íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûì
äàííûì (èëè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, áëèçêèõ ê íîðìàëüíûì) íåâåðíî: â èñ-
õîäíîé ôîðìóëèðîâêå Ê. Ïèðñîíà ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá àïïðîêñèìàöèè
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà äàííûõ è îòñóòñòâóåò äàæå ãèïîòåçà î èõ ñòàòè-
ñòè÷åñêîì ïîðîæäåíèè, íå ãîâîðÿ óæ î ðàñïðåäåëåíèè. Îäíàêî ìåòîä íå
âñåãäà ýôôåêòèâíî ñíèæàåò ðàçìåðíîñòü ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
òî÷íîñòü E(m). Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè íå âñåãäà îáåñïå÷èâàþò õîðîøóþ
àïïðîêñèìàöèþ. Íàïðèìåð, äàííûå ìîãóò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñëåäî-
âàòü êàêîé-íèáóäü êðèâîé, à ýòà êðèâàÿ ìîæåò áûòü ñëîæíî ðàñïîëîæå-
íà â ïðîñòðàíñòâå äàííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò äëÿ
ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ïîòðåáóåò íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò (âìåñòî îäíîé),
èëè âîîáùå íå äàñò ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðè ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè.
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Áîëüøèå íåïðèÿòíîñòåé ìîãóò äîñòàâèòü äàííûå ñëîæíîé òîïîëîãèè.
Originalsource
Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ è èíòåðïðåòàöèè PCA

Âûøå íàìè ðàññìàòðèâàëñÿ ïîäõîä ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäà PCA, êî-
òîðûé îñíîâûâàëñÿ íà ïîñòóëàòàõ è ñâîéñòâàõ, ñâÿçàííûõ ñ ëèíåéíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè èñõîäíîé ìàòðèöû ïðåäèêòîðîâ X. Ñåé÷àñ ðàññìîò-
ðèì ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä, áàçèðóþùèñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè,÷òî ìû èìå-
åì äåëî ñ âûáîðêîé èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ
ïåðåìåííûõ (ïðåäèêòîðîâ). Ïðè ýòîì ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûå
ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íåêîòîðûõ ëàòåíòíûõ ôàê-
òîðîâ. Îäíè èç ýòèõ ôàêòîðâ ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ (ïðåäèêòîðîâ), à äðóãèå õàðàêòåðíû äëÿ êàæäîãî èñõîäíîãî ïðå-
äèêòîðà. Ïîñëåäíèå ôàêòîðû-îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè íå âíîñÿò âêëàä â êîâàðèàöèþ ìåæäó ïåðåìåííûìè (ïðåäèêòîðàìè).
Òî åñòü,òîëüêî îáùèå ôàêòîðû, ÷èñëî êîòîðûõ ïðåäïîëîãàåòñÿ ãîðàçäî
ìåíüøèì ÷èñëà íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ, âíîñÿò âêëàä â êîâàðèàöèþ
ìåæäó íèìè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííûõ èäåé è ñâîéñò ëèíåéíûõ ïðåîðàçîâàíèé
ìîæíî òî÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ëàòåíòíóþ ôàêòîðíóþ ñòðóêòóðó ïó-
òåì èññëåäîâàíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû, åñëè îíà
íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíîé. Íî òàê êàê íà èññëåäóåìóþ ìàòðèöó îêà-
çûâàþò âëèÿíèå ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå è íåñëó÷àéíûå îøèáêè è â ðåçóëü-
òàòå îíà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, îáóñëîâëåííîé
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ.Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî ïî-
ëó÷èòü òî÷íóþ ñòðóêòóðó ôàêòîðíîé ìîäåëè, ìîæíî òîëüêî ïûòàòüñÿ
íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôàêòîðíîé ñòðêòóðû, ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðå-
äåëåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Ðåøåíèå çàäà÷è âûäåëåíèÿ îáùèõ
ëàòåíòíûõ ôàêòîðîâ ïðåäïîëîãàåò ðåàëèçàöèþ ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

- ïîäãîòîâêà ñîîòâåñòâóþùåé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû;
- âûäåëåíèå ïåðâîíà÷àëüíû (îðòîãîíàëüíûõ) ôàêòîðîâ;
- âðàùåíèå ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Îñòàíîâèìñÿ íà ýòàïå âûäåëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíûõ ôàêòîðîâ, ãäå ìî-

æåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëü îáùèõ ôàêòîðîâ, à òàêæå àíàëèç ãëàâíûõ
êîìïîíåíò. Îáà ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ñïîñîáàìè èññëåäîâà-
íèÿ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ïåðåìåííûìè. Îñíîâíîå îòëò÷èå ìåæäó íèìè
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãëàâíûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè îò íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ, à îáùèå ôàêòîðû íå âûðàæàþòñÿ
÷åðåç êîìáèíàöèþ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ.
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Îñíîâíàÿ öåëü âûäåëåíèÿ ïåðâè÷íûõ ôàêòîðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðå-
äåëåíèè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îáùèõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå óäîâëåòâîðè-
òåëüíî âîñïðîèçâîäÿò êîððåëÿöèè ìåæäó íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè.
Åñëè áû íàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå ïðåäñòàâëÿëè ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóï-
íîñòü è íå áûëè ïîäâåðæåíû îøèáêàì èçìåðåíèÿ, òî äëÿ ñîîòâåñòâóþ-
ùåé ýòèì óñëîâèÿì ðåäóöèðîâàííîé êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöû ñóùåñòâó-
åò òî÷íîå ñîîòâåñòâèå ìåæäó ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì îáùèõ ôàêòîðîâ è
ðàíãîì ýòîé ìàòðèöû (â ðåäóöèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöå îáù-
íîñòè ïîìåùàþòñÿ íà ãëàâíóþ äèàãîíàëü). Íî åñëè âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé, òî âîçíèêàåò çàäà÷à íàéòè êðèòåðèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ìîæíî áûëî áû îöåíèòü ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå ÷èñëî îáùèõ ôàêòî-
ðîâ. Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïðàâèëà îñòàíîâêè ïðè âûäåëå-
íèè îáùèõ ôàòîðîâ. Ò î åñòü íóæíî îïðåäåëèòü ìîìåíò, êîãäà ðàñõîæ-
äåíèå ìåäó âû÷èñëåííûìè è íàáëþäàåìûìè êîððåëÿöèÿìè ìîæåò áûòü
ïðèïèñàíî ñëó÷àéíîñòè âûáîðêè.

Îñíîâíàÿ ñòðàòåãèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âêëþ÷àåò ïðîâåðêó ãèïî-
òåçû î ìèíèìàëüíîì ÷èñëå îáùèõ ôàêòîðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âîñïðî-
èçâåäåíèÿ íàáëþäàåìûõ êîððåëÿöèé. Îáû÷íî íà÷èíàþò ñ îäíîôàêòîð-
íîé ìîäåëè(äîñòàòî÷íî îäíîãî ôàêòîðà). Äàííàÿ "ãèïîòåçà"ïðîâåðÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ. .Åñëè îíà íå ïîäòâåðæäàåòñÿ è ðàñõîæäåíèå ìåæó
âû÷åñëåííîé è íàáëþäàåìîé êîððåëÿöèîííûìè ìàòðèöàìè ñòàòèñòè÷å-
ñêè çíà÷èìî, òî îöåíèâàåòñÿ ìîäåëü ñ åùå îäíèì ôàêòîðîì. Ýòî ò ïðî-
öåññ ïðîäîæàåòñÿ äîòåõ ïîð ïîêà ðàñõîæäåíèå ìîæåò ïðèïèñàíî òîëü-
êî ñëó÷àéíîñòè âûáîðêè. Õîòÿ ïðèíöèï ýòîé îñíîâíîé ñòðàòåãèè ïðîñò,
åãî ïðèìåíåíèå-ðàçíîîáðàçíî, ïîñêîëüêó åñòü ðàçíûå êðèòåðèè ñîîòâåñò-
âèÿ(èëè ìèíèìàëüíîé íåâÿçêè).

Âñâÿçè ñ ýòèì âäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:
- Ãëàâíûå êîìïîíåíòû PCA;
- Íåâçâåøàííûé ÌÍÊ;
- Îáîáùåííûé ÌÍÊ;
- Ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèÿ;
- Àëüôà ôàêòîðèçàöèÿ;
- Àíàëèç îáðàçîâ.
Â íàøåé ðàáîòå ìû îñòàíîâèìñÿ ìåòîäå ãëàâíûõ êîìïîíåíò.
Ãëàâíûå êîìïîíåíòû, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðà.

Àíàëèç ãëàâíûõ êîìïîíåíò - ýòî ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ(â íàøåé òåðìèíîëîãèè ïðåäèêòî-
ðîâ ìîäåëè) â äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ (íîâûõ ïðåäèê-
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Ðèñ. 1: Ãëàâíûå îñè äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

òîðîâ). Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïîÿñíèòü âíóòðåííþþ ëîãèêó ìåòîäà
ñâîäèòñÿ ê åãî èçó÷åíèþ â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü
äâå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå X1 è X2 ñ ñîâìåñòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ (ðèñ.1).

Ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëå÷èí , èìåþùèõ ñîâìåñò-
íóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîððåëÿöèþ íà ðèñ ïîä íîìåðîì 1 ñ ïîìîùüþêðè-
âûõ ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ýòè êðèâûå ïîêàçûâàþò, ÷òî áëàãîäàðÿ ïîëî-
æòåëüíîé êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó X1 è X2 äàííûå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé êëàñòåð, êîòîðîì áîüøèå âåëè÷èíû X1 èìåþò òåíäåíöèþ ñîîòâåñò-
âîâàòü áîëüøèì çíà÷åíèì X2 (è íàîáîðîò). Òàêèì îáðàçîì, â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ òî÷êè ïîïàäàþò â 1 è 3 êâàäðàíòû è ðåæå â 2 è 4. Êðèâûå
ðàâíûõ èìåþò ôîðìó ýëèïñîâ (â îáùåì ñëó÷àå ýëèïñîèäîâ), äâå îñè êî-
òîðûõ èçîáðàæåíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Ãëàâíàÿ îñü P1 ïðîõîäèò ïî
ëèíèè,â äîëü êîòîðîé ðàñïîëîæåíà îñíîâíàÿ ÷àñòü äàííûõ; âòîðàÿ îñü
P2 - ïî ëèíèè, âäîëü êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ìåíüøàÿ ÷àñòü äàííûõ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóæíî ïðåäñòàâèòü òî÷êèâ òåðìèíàõ òîëü-
êî îäíîé ðàçìåðíîñòè (îñè). Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî âûáðàòü îñü P1,
ïîòîìó ÷òîâ öåëîì îíà áëèæå îïèñûâàåò äàííûå íàáëþäåíèé.Òîãäà ïåð-
âàÿ êîìïîíåíòà åñòü ïðåäñòàâëåíèå òî÷åê íà îñè P1. Åñëè ìû îïèñûâàåì
êàæäóþ òî÷êóâ òåðìèíàõ P1 è P2, òî ïîòåðè èíôîðìàöèè íå ïðîèçîé-
äåò. Íî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ îñü (ïåðâàÿ êîìïîíåíòà) ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå èíôîðìàòèâíîé â îïèñàíèè òî÷åê, òàê êàê ñâçü ìåäó X1 è X2

ñòàíîâèòüñÿ ñèëüíåå. Â òîì ñëó÷àå êîãäà ïåðåìåííûå X1 è X2 ñâÿçàíû
ëèíåéíî, ïåðâàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà áóäåò ñîäåðæàòü âñþ èíôîðìàöè-
þÞ íåîáõîäèìóþ äëÿ îïèñàíèÿ êàæäîé òî÷êè. Åñëè ïåðåìåííûåX1 èX2
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íåçàâèñèìû, òî ãëàâíàÿ îñü îòñóòñòâóåò è ñëåäîâàòåëüíî ìåòîä ãëàâíûç
êîìïîíåíò íå ìîæåò îáåñïå÷èòü äàæå ìèíèìàëüíîå ñîêðàùåíèå (ñæàòèå)
ðàçìåðíîñòè íàáëþäåíèé.

Ïîíÿòèå ãëàâíûõ îñåé îòíîñèòüñÿ íå òîëüêî ê íîðìàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèÿì. Â îáùåì ñëó÷àå çàäàåòñÿ ëèíèåé, äëÿ êîòîðîé ñóììà êâàä-
ðàòîâ ðàññòîÿíèé äî âñåõ òî÷åê íàáëþäåíèÿ ìèíèìàëüíà. Ñðàâíåíèå
ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíòñ ïðèíöèïîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ(ÌÍÊ)
ìîæåò îáúÿñíèòü ýòî îïðåäåëåíèå. Ïðè íàõîæäåíèè ëèíèè ðåãðåññèè
X2 = a+bX1 ÌÍÊ ìû ìèíèìèçèðóåì ñóììó êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæ-
äóX2 èX2, ãäå ýòî ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ ïî ëèíèè ïàðàëëåëüíîé îñèX2

è ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè X1. Ïðè íàõîæäåíèè ãëàâíîé îñè ìû ìèíèìèçè-
ðóåì ðàññòîÿíèå îò òî÷åê äî ãëàâíîé îñè (ò.å ðàññòîÿíèå ïî ïåðïåíäèêó-
ëÿðó ê ãëàâíîé îñè). Ýòî ðàçëè÷èå ïðîèëëþñòðèðîâàíîíà ðèñóíêå (ðèñ.
Ñðàâíåíèå ðåãðåññèé, ïîëó÷åííûõñ ïîìîùüþ ÌÍÊ è ãëàâíûõ îñåé.)

Òàê êàê ïåðâàÿ êîìïîíåíòà îïðåäåëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñíîâíàÿ
äîëÿ èíôîðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â íåé (ìàêñèìàëüíàÿ äèñïåðñèÿ â íàïðàâ-
ëåíèè ýòîé êîìïîíåíòû), âòîðàÿ êîìïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì
ñïîñîáîì.Ñëåäîâàòåëüíî, â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîñëå ôèêñèðîâàíèÿ ïåð-
âîé êîìïîíåíòû âòîðàÿ èçâåñòíà àâòîìàòè÷åñêè. Åñëè X2 íå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé X1, òî ãëàâíûõ êîìïîíåíò áóäåò äâå, òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå ïîëíîñòüþ ìîæíî îïèñàòü èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ìåòîäîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò äîñòèãàåòñÿ ñæàòèå äàííûõ
(âûäåëåíèå òîëüêî íåñêîëüêèõ ïåðâûõ êîìïîíåíò) ýòî îçíà÷àåò,÷î îíè
îáúÿñíÿþò ìàêñèìàëüíóþ äîëþ îáùåé äèñïåðñèè äàííûõ.

Ïðè íàëè÷èè áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ ïðèíöèï îïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ
êîìïîíåíò òîò æå. Äàííûå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 3 )

Äëÿ òðåõìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòü ðàâíîé âå-
ðîÿòíîñòè áóäåò îãðàíè÷èâàòü ýëèïñîèä (ðèñ.4 )

Â êà÷åñòâå ïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòû íóæíî âûáðàòü òàêóþ êîîð-
äèíàòó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòíàÿ îñü íàïðàâëåíà âäîëü òîãî
íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòîðîãî ðàçáðîñ òî÷åê ñàìûé áîëüøîé � òî åñòü
âäîëü äëèííîé îñè ýëëèïñîèäà (ðèñ. 5 ).

Òàê ìû ââåëè ïåðâóþ êîîðäèíàòó, PC1. Íî íóæíî ââåñòè åù¼ äâå.
Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ýòè êîîðäèíàòíûå îñè äîëæíû áûòü ïåðïåí-
äèêóëÿðíû PC1.

Íî òåïåðü ýòîãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ èõ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ: íà
ïëîñêîñòè åñòü ëèøü îäíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äàííîé è ïðîõî-
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Ðèñ. 2: ÌÍÊ è ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò
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Ðèñ. 3: Äàííûå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
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Ðèñ. 4: Ýëèïñîèä - ïîâåðõíîñòü ðàâíîé âåðîÿòíîñòè
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Ðèñ. 5: Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
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Ðèñ. 6: Ïðîåöèÿ ýëèïñîèäà íà ïëîñêîñòü

äÿùàÿ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, à â ïðîñòðàíñòâå òàêèå ïðÿìûå îá-
ðàçóþò öåëóþ ïëîñêîñòü. ×òîáû ïîíÿòü, êàê ïðîâåñòè â ýòîé ïëîñêîñòè
âòîðóþ è òðåòüþ ãëàâíûå êîìïîíåíòû, ñïðîåêòèðóåì âñå íàøè òî÷êè íà
ýòó ïëîñêîñòü.

Äëÿ ýòîãî ïîñìîòðèì íà íàøó êàðòèíêó â íàïðàâëåíèè òîëüêî ÷òî
íàðèñîâàííîé ñòðåëî÷êè (ïîñìîòðèì íà ýòó ñòðåëî÷êó ¾â òîðåö¿).

Òàê ìû è ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ ïðîåêöèþ (ðèñ. 6 ).
Â ýòîé ïðîåêöèè ïîëó÷àåòñÿ êàðòèíêà, ãäå âèäíî, ÷òî áîëüøèíñòâî

òî÷åê ëåæèò â âûòÿíóòîì ýëëèïñå (ÿâëÿþùåìñÿ ïðîåêöèåé íàøåãî ýë-
ëèïñîèäà), íàêëîí¼ííîì ê ãîðèçîíòàëè. Ó ýòîãî ýëëèïñà åñòü äâå îñè:
áîëüøàÿ è ìàëåíêàÿ, ïðè÷¼ì îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû. Âòîðóþ ãëàâíóþ
êîìïîíåíòó íóæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé
îñü øëà â òîì íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàç-
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Ðèñ. 7: Îñè PC2 PC3

áðîñ òî÷åê íà íàøåé ïðîåêöèè. Èíûìè ñëîâàìè, âòîðóþ ãëàâíóþ êîì-
ïîíåíòó ñëåäóåò íàïðàâèòü âäîëü äëèííîé îñè ïîëó÷àþùåãîñÿ ýëëèï-
ñà. Òðåòüÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà âòîðîé è
çíà÷èò äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ìàëîé îñüþ ýëëèïñà. Ðàçáðîñ âäîëü òðåòüåé
ãëàâíîé êîìïîíåíòû ìèíèìàëåí.

Ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ êàðòèíêà (ðèñ.7 )
Òðè ïîëó÷àþùèåñÿ îñè ñîîòâåòñòâóþò òð¼ì ãëàâíûì êîìïîíåíòàì:

çåë¼íàÿ � ïåðâîé (PC1), îðàíæåâàÿ � âòîðîé (PC2) è ìàëèíîâàÿ � òðå-
òüåé (PC3). Åñëè ïîêðóòèòü êàðòèíêó, òî âèäíî, ÷òî òî÷êè ëåæàò î÷åíü
áëèçêî ê ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñè PC1 è PC2: èõ îòêëîíåíèå îò
ýòîé ïëîñêîñòè (ðàâíîå êàê ðàç çíà÷åíèþ PC3) ìèíèìàëüíîå èç âñåõ âîç-
ìîæíûõ (Ðèñ. ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûå äâå ãëàâíûå êîìïîíåíòû íåñóò
îñíîâíóþ ÷àñòü èíôîðìàöèè î ðàñïîëîæåíèè òî÷åê. Åñëè ìû ¾çàáóäåì¿
çíà÷åíèÿ PC3, òî åñòü ñïðîåêòèðóåì êàðòèíêó íà ïëîñêîñòü, îáðàçîâàí-
íóþ PC1 è PC2, ïîòåðè â èíôîðìàöèè áóäóò ìèíèìàëüíû.

Òîãäà åñëè âçÿòü òîëüêî PC1 è PC2, òî íàøà êàðòèíêà â ïëîñêîñòè,
îáðàçîâàííîé äâóìÿ ïåðâûìè ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè âûãëÿäèò ñëåäó-
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Ðèñ. 8: Îñè PC1 PC2 PC3
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Ðèñ. 9: Äàííûå â ïëîñêîñòè PC1 PC2

þùèì îáðàçîì (ðèñ. 9)
Â ðåçóëüòàòå âñåõ ýòèõ ìàíèïóëÿöèé ìû ñæàëè òðåõìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòî â äâóõìåðíîå è ïîíåðÿëè ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ èíôîðìàöèþ î
èñõîäíûõ äàííûõ.

Originalsource
Âûøå íàìè ðàñìàòðèâàëñÿ îáîáùåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê

îïðåäåëåíèþ ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ïðîñòûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ïðîöåäóðû ïîëó÷åíèÿ íàïðàâëåíèé ãëàâíûõ êîïîíåíò, îñíî-
âàííûå íà íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ êîððåëÿöèîííîé
(êîâàðèàöèîííîé) ìàòðèöû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòðîâ óðàâíåíèå â ìàòðè÷-
íîé çàïèñè èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

RV = λV (11)

ãäå R -êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå; V -
èñêîìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, à λ - ñîáñòâåííîå ÷èñëî.Äëÿ ìàòðèö íåáîëü-
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øîãî ïîðÿäêà ðåøåíèå áàçèðóåòñÿ íà ïðîñòîé ôîðìå â âèäå äèñêðåìåíàí-
òà ìàòðèöû (â ñëó÷àå áîëüøèõ ìàòðèö èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå èòåðà-
öèîííûå àëãîðèòìû):

Det(R− Iλ) = 0(12)

÷òî äàåò äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû óðàâíåíèå:

Det

(
1− λ r12

r12 1− λ

)
= 0(13)

êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíàíòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
ñëåäóþùåì âèäå:

(1− λ)(1− λ)− r12r12 = 0(14)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû ïîëó÷àåì:

λ
2− 2 λ+(1− r2

12)(15)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåïåðü ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðåøåíèè êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ äâóìåðíîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà èìåþò âèä:

λ1 = 1 + r12, (16)

λ1 = 1− r12 .(17)

Åñëè ìåæäó äâóìÿ ïåðåìåííûìè èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, òî
îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî áóäåò 2, à äðóãîå -0. Äëÿ íåêîððåëèðîâàííûõ
ïåðåìåííûõ îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ðàâíû 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñóì-
ìà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ1 + λ2 = (1 + r12) + (1 − r12) = 2 ðàâíà ÷èñëó
ïåðåìåííûõ, à ïðîèçâåäåíèå λ1λ2 = (1 − r2

12 ðàâíà äåòåðìèíàíòó êîð-
ðåëÿöèîííîé ìàòðèöû. Ýòè ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ
ìàòðèö ëþáîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì ïåðâîå(áîëüøåå) ñîáñòâåííîå ÷èñëî
ïðåäñòàâëÿåò âåëè÷èíó äèñïåðñèè, ñîîòâåñòâóþùåé ïåðâîé ãëàâíîé êîì-
ïîíåíòå, à âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî-âåëè÷èíó äèñïåðñèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé âòðîé ãëàâíîé îñè è òàê äàëåå. Òàê êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè êîððå-
ëÿöèîííîé ìàòðèöû ñóììà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåííûõ,
òî ðàçäåëèâ ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî íà m (÷èñëî ïåðåìåííûõ)á ìîæåì
ïîëó÷èòü äîëþ äèñïåðñèè ñîîòâåñòâóþùóþ äàííîìó íàïðàâëåíèþ èëè
êîìïîíåíòå:
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Ðèñ. 10:

Ïðè îïðåäåëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ åñòü äî-
ïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî èõ äëèíà äîëæíà áûòü
åäèíè÷íîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå êîýôôèöèåíòû íàãðóçîê íà ãëàâíûå êîìïî-
íåêíòû ïîëó÷àþòñÿ äåëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íà
êâàäðàòíûé êîðåíü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ÷òî ïðàâèëüíî
îòðàæàåò îòíîñèòåëüíóþ äîëþ äèñïåðñèè íàáëþäåíèé.

Çíàÿ âåëå÷èíó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïåð-
âûå äâå êîìïîíåíòû, êîòîðûå îáüÿñíþò áîëüøóþ ÷àñòü äèñïåðñèè íà-
áëþäåíèé Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò íå îáÿñíÿåò ìàòðèöó êîððåëÿöèé
(äëÿ ýòî èñïîëüçóåòñÿ ôàêòîðíûé àíàëèç), íî îí ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ âçàèìíîé çàâè÷ñèìîñòè ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå
íåêîððåëèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò íå ñóùåñòâóåò, òàê
êàê êàæäîé èõ íèõ ñîîòâåñòâóåò îäèíàêîâàÿ äîëÿ äèñïåðñèè. Åñëè æå
êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè óâåëè÷èâàåòñÿ, òî äîëÿ, îáúÿíÿåìûÿ
íåñêîëüêèìè ïåðâûìè êîìïîíåíòàìè, âîçðàñòàåò. Ýòî îòêðûâàåò âîç-
ìîæíîñòè ñóùåñòâåííîãî ñîêðàùåíèÿ â îïèñàíèèè èññëåäóåìûõ îáúåê-
òîâ è îñóùåñòâëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî âèçóàëüíîãî àíàëèçà ìíîãîìåðíûõ
äàííûõ.

Ðåàëèçàöèÿ PCA ñ ïîìîùüþ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ R è

Python

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåàëèçàöèþ PCA íà Python è R
Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçóåì èíôîðìàöèþ îá îñíîâíûõ

ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿõ ðîññèéñêèõ ðåãèîíîâ çà 2018 ãîä.
Èñõîäíàÿ ìàòðèöà ïðåäèêòîðîâ èìååò ðàçìåðíîñòü 81õ16 â êà÷åñòâå âû-
õîäíîé ïåðåìåííîé èñïîëüçóåòñÿ íîìèíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ òèï ýêîíîìè-
êè ðåãèîíà. Â ðåàëèçàöèè íà Python ïåðåìåííîé "òèï ýêîíîìèêè"ïðèñâàåâàåòñÿ
çíà÷åíèå : À-àãðàðíûé; D-äîáûâàþùèé, P- ïðîìûøëåííûé; à ïðè ðåàëè-
çàöèè íà R äîáîâëÿåòñÿ çíà÷åíèå: Ò-òîðãîâûé.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ
ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÐÅÃÈÎÍÎÂ ÐÔ 2018 ã.
- P1 - Ïëîùàäü òåððèòîðèè,òûñ. êì2
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- P2 - ×èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ íà 1 ÿíâàðÿ
2019 ã., òûñ. ÷åëîâåê
- P3 - Ñðåäíåãîäîâàÿ ÷èñëåííîñòü çàíÿòûõ,
òûñ. ÷åëîâåê
- P4 - Ñðåäíåäóøåâûå äåíåæíûå äîõîäû (â ìåñÿö), ðóá
- P5 - Ïîòðåáèòåëüñêèå ðàñõîäû â ñðåäíåì
íà äóøó íàñåëåíèÿ (â ìåñÿö), ðóá
- P6 - Ñðåäíåìåñÿ÷íàÿ íîìèíàëüíàÿ íà÷èñëåííàÿ
çàðàáîòíàÿ ïëàòà ðàáîòíèêîâ îðãàíèçàöèé, ðóá.
- P7 - Âàëîâîé ðåãèîíàëüíûé ïðîäóêò â 2018 ã. , ìëí ðóá
- P8 - Èíâåñòèöèè â îñíîâíîé êàïèòàë, ìëí ðóá
- P9 - Îñíîâíûå ôîíäû â ýêîíîìèêå (ïî ïîëíîé ó÷åòíîé
còîèìîñòè; íà êîíåö ãîäà),ìëí ðóá.
- P10 - Äîáû÷à ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ ,ìëí. ðóá
- P11 - Îáðàáàòûâàþùèå ïðîèçâîäñòâà, ìëí ðóá
- P12 - Îáåñïå÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèåé, ãàçîì
è ïàðîì, ìëí ðóá
- P13 - Âîäîñíàáæåíèå; âîäîîòâåäåíèå, îðãàíèçàöèÿ ñáîðà
è óòèëèçàöèè îòõîäîâ, ìëí ðóá
- P14 - Ïðîäóêöèÿ ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà , ìëí ðóá
- P15 - Ââîä â äåéñòâèå æèëûõ äîìîâ, òûñ. ì2
- P16 - Îáîðîò ðîçíè÷íîé òîðãîâëè, ìëí ðóá
- P18 - Òèï ðåãèîíàëüíîé ýêîíîìèêè (A,D,P,T)
Êîä íà Python (ðåäóêöèÿ 3 â 2):
Çäåñü èç èñõîäíîé òàáëèöû âûáèðàþòñÿ òðè ñòîëáöà P10,P11,P14 , à

âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ P18 ïðèíèìàåò òðè çíà÷åíèÿ A,D,P

```python

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import numpy as np

import scipy.stats as st

import matplotlib.pyplot as plt

from pandas import Series, DataFrame

import pandas as pd

from sklearn import decomposition

result =pd.read_table('D:\Machine learning\Py_ML\dan04.txt',sep='\s+')

print(result)
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y=result['P18']

X =DataFrame(result, columns=['P10','P11','P14'])

y=np.array(y)

X=np.array (X)

SUMX=X[:,0] +X[:,1] + X[:,2]

X[:,0] =X[:,0] /SUMX

X[:,1] =X[:,1] /SUMX

X[:,2] =X[:,2] /SUMX

#îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè

print('Îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè ïðåäèêòîðîâ')

for num in range(3) :

print('Íîìåð ïåðåìåííîé: %.0f' %num)

print('÷èñëî ýëåíòîâ ìàññèâà =',len(X[:,num]))

print('ñðåäíåå çíà÷åíèå =',np.mean(X[:,num]))

print('ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå =',np.std(X[:,num]))

print('ìèí ìàõ =',np.min(X[:,num]), np.max(X[:,num]))

# Ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ , óìåíüøàþùåå ðàçìåðíîñòü äî 2

pca = decomposition.PCA(n_components=2,whiten = True)

pca.fit(X)

X1 = pca.transform(X)

print('Îñíîâíûå îñè, ïðåäñòàâëÿþùèå íàïðàâëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé äèñïåðñèè')

print(pca.components_)

print(' Âåëè÷èíà îòêëîíåíèé, îáúÿñíÿåìûõ PC1,PC2')

print(pca.explained_variance_)

print(' Ïðîöåíò âàðèàöèè, îáúÿñíÿåìûé PC1,PC2 ')

print(pca.explained_variance_ratio_)

print('Ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ PC1,PC2 ')

print(pca.singular_values_)

#ïîñòðîåíèå èñõîäíîãî ãðàôèêà 3 D

fig = plt.figure(1, figsize=(12, 10))

ax = fig.add_subplot(111, projection='3d')
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xs = X[:,0]

ys = X[:,1]

zs =X[:,2]

ax.scatter(xs, ys, zs,c=y, cmap=plt.cm.nipy_spectral, edgecolor='k')

ax.set_title("Èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäèêòîðîâ")

ax.set_xlabel('X Label')

ax.set_ylabel('Y Label')

ax.set_zlabel('Z Label')

y = np.choose(y, [1, 2, 0]).astype(np.float)

fig = plt.figure(2,figsize=(10, 8))

plt.clf()

plt.cla()

plt.scatter(X1[:, 0], X1[:, 1], c=y, cmap=plt.cm.nipy_spectral, edgecolor='k')

plt.title("Ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ìåòîäîì PCA")

plt.xlabel("PC1")

plt.ylabel("PC2")

plt.show()

```

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû êîäà python ïðåäñòàâëåíû íèæå
Êîä íà R
Çäåñü ðåàëèçóåì äâà âàðèàíòà. Ïåðâûé â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìàòðèöû

ïðåäèêòîðîâ èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ øåñòíàäöàòè ïîêàçàòåëåé P1-P16, à
âî âòîðîì ÷åòûðåõ P10,P11,P14,P16.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ P18 íîìèíàëüíàÿ
âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò ÷åòûðå çíà÷åíèÿ:A,P,T,D

```R

#ÑÍÈÆÅÍÈÅ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ ÌÅÒÎÄ PCA

library(vegan)

library(pvclust)

library(ggplot2)

library(ggthemes)

library(ade4)

rm(list=ls(all=TRUE))

load("D:/Machine learning/ML_scripts/xRegion.RData")
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Ðèñ. 11: Äàííûå â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå P10,P11,P14
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Ðèñ. 12: Äàííûå â ïëîñêîñòè PC1 PC2
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(x[,1:2])

#ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ data.frame ÎÑÍÎÂÍÛÅ

ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÐÅÃÈÎÍÎÂ ÐÔ

xreg <-data.frame(P1=x$Pok_001,P2=x$Pok_002,

P3=x$Pok_003,P4=x$Pok_004,

P5=x$Pok_005,P6=x$Pok_006,P7=x$Pok_007,

P8=x$Pok_008,P9=x$Pok_009,P10=x$Pok_010,

P11=x$Pok_011,P12=x$Pok_012,P13=x$Pok_013,

P14=x$Pok_014,P15=x$Pok_015,P16=x$Pok_016,

P17=x$Pok_017,P18=x$Pok_018, ind =x$IndexReg)

#xreg

#Ôîðìèðîâàíèå ôàêòîðà òèï ýêîíîìèêè ðåãèîíà

xreg_f <- as.factor(x$Pok_018)

ind_f <-as.factor(x$IndexReg)

#íîðìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ

norm <-function(x){

return ((x-min(x))/(max(x)-min(x)))

}

xstr_nor <-as.data.frame(lapply(xreg[1:16],norm))

Y <-xstr_nor

xstr_nor <-cbind(xstr_nor,xreg_f,ind_f)

summary(xstr_nor)

#ÑÍÈÆÅÍÈÅ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ ==========

#Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò PCA=========

#ðàñ÷åò ãëàâíûõ êîìïîíåíò

#ýòó êîìàíäó öåíòðèðîâàíèÿ è íîðìèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî

#èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðâè÷íûõ íå íîðìèðîâàííûõ äàííûõ

#xreg_nor.pca <- princomp(scale(xstr_nor[,-17]))

#ýòó êîìàíäó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ

#ïðåäâîðèòåëüíî íîðìèðîâàííûõ äàííûõ

ww=c(-17,-18)

xstr_nor.pca <- princomp(xstr_nor[,ww])

#ãðàôèê ãëàâíûõ êîìïîíåò
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#x11()

plot(xstr_nor.pca)

#îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîíåíò

#Standard deviation - ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

#Proportion of Variance - äîëÿ âàðèàöèè

#Cumulative Proportion -ñóììàðíàÿ äîëÿ

summary(xstr_nor.pca)

#x11()

xstr_nor.p <- predict(xstr_nor.pca)

plot(xstr_nor.p[,1:2], type="n", xlab="PC1", ylab="PC2")

text(xstr_nor.p[,1:2],labels=abbreviate(xstr_nor[,18],1,

method="both.sides"))

#x11()

biplot(xstr_nor.pca)

loadings(xstr_nor.pca)

#x11()

xstr_nor.dudi <- dudi.pca(xstr_nor[,1:16], scannf=FALSE)

s.class(xstr_nor.dudi$li, xstr_nor[,17])

#ÃËÀÂÍÛÅ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ Ñ

#ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÏÀÊÅÒÀ vegan

#Ôîðìèðîâàíèå êîìïîåíò è èõ ïàðàìåòðû

mod.pca <- rda(Y ~ 1)

#summary(mod.pca)

#ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÐÅÃÈÎÍÎÂ Â

#ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÄÂÓÕ ÏÅÐÂÛÕ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ

pca.scores <- as.data.frame(summary(mod.pca)$sites[,1:2])

pca.scores <- cbind(pca.scores, xreg_f)

#Ãðàôèê ðåãèîíîâ ïî êëàññàì â ïðîñòðàíñòâå äâóõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò 1

#x11()

g3 <-ggplot(data= pca.scores, aes(x=PC1,y=PC2,colour = xreg_f),
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colors = "Accent")

g3 <-g3 +geom_point(size=4)

g3 <-g3 +labs(title ="Ðåãèîíû â ïðîñòðàíñòå äâóõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò",

x="Êîìïîíåíòà 1", y="Êîìïîíåíòà 2",colour = "Êëàññû")

#g3 <-g3 + theme_fivethirtyeight() + scale_color_fivethirtyeight()

#g3 <-g3 + theme_stata() + scale_colour_stata()

print(g3)

#Ãðàôèê êëàññîâ ðåãèîíîâ â ïðîñòðàíñòâå äâóõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò 2

# Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó äëÿ "êàðêàñà" òî÷åê íà ãðàôèêå

l <- lapply(unique(pca.scores$xreg_f), function(c)

{ f <- subset(pca.scores, xreg_f == c); f[chull(f), ]})

hull <- do.call(rbind, l)

# Âêëþ÷àåì â íàçâàíèÿ îñåé äîëè îáúÿñíåííîé äèñïåðñèè

axX <- paste("PC1 (",

as.integer(100*mod.pca$CA$eig[1]/sum(mod.pca$CA$eig)),"%)")

axY <- paste("PC2 (",

as.integer(100*mod.pca$CA$eig[2]/sum(mod.pca$CA$eig)),"%)")

#x11()

ggplot() +

geom_polygon(data=hull,aes(x=PC1,y=PC2, fill=xreg_f),

alpha=0.4, linetype=0) +

labs(title ="Ðåãèîíû â ïðîñòðàíñòå äâóõ ãëàâíûõ êîìïîíåíò")+

geom_point(data=pca.scores,aes(x=PC1,y=PC2,shape= xreg_f,

colour=xreg_f),size=3) +

scale_colour_manual( values = c('purple', 'blue','red','green'))+

xlab(axX) + ylab(axY) + coord_equal() + theme_bw()

```

Êàê âèäãî èç ãðàôèêîâ âî âòîðîì âàðèàíòå àíàëèçà çà ñ÷åò âûáîðà
çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãî ÷èñëà èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ è èõ ðàçóìíîé
ñòàíäàðòèçàöèè ìåòîä PCA ïîçâîëÿåò âèçóàëüíî ðåøèòü çàäà÷ó êëàñòå-
ðèçàöèè ðîññèéêèõ ðåãèîíîâ ïî òèïó ýêîíîìèêè. Ïðè ýòîì ðåàëèçàöèÿ
íà R ïîêàçàëà,÷òî êëàññû A è T ñèëüíî ïåðåñåêàþòñÿ è èõ öåëåñîîáðàçíî
îáúåäèíèòü â îäèí êëàññ ñ óñëîâíûì íàçâàíèå À. Ðåàëèçàöèÿ äàííîãî âà-
ðèàíòà â êîäå íà python ïîêàçàëà, ÷òî ïåðåñå÷åíèé êëàñòåðîâ ñòàíîâèòü-
ñÿ ìåíüøå. Â öåîëîì ìåòîä PCA ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðåííûì, îáîñíîâàííûì
è ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîìòè ìàòðèöû ïðåäèêòîðîâ
äëÿ ýìïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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Ðèñ. 13: Äàííûå â PC1 PC2 PC3
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Ðèñ. 14: Âàæíîñòü ãëàâíûõ êîìïîíåíò (âàðèàíò 16)

Ðèñ. 15: Âêëàä ïîêàçàòåëé â ãëàâíûå êîìïîíåíòû (âàðèàíò 16)
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Ðèñ. 16: Êëàñòåðû â ïðîñòðàíñòâå PC1,PC2 (âàðèàíò 16)
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Ðèñ. 17: Ïëîñêèå âûïóêëûå ìíîãîãîóãîëüíèêè, íàòÿíóòûå íà êëàñòåðû
(âàðèàíò 16)
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Ðèñ. 18: [Âàæíîñòü ãëàâíûõ êîìïîíåíò (âàðèàíò 4)
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Ðèñ. 19: Âêëàä ïîêàçàòåëé â ãëàâíûå êîìïîíåíòû (âàðèàíò 4)
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Ðèñ. 20: Êëàñòåðû â ïðîñòðàíñòâå PC1,PC2 (âàðèàíò 4)
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Ðèñ. 21: Ïëîñêèå âûïóêëûå ìíîãîãîóãîëüíèêè, íàòÿíóòûå íà êëàñòåðû
(âàðèàíò 4)
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